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小概率坏事件、局部依赖与局部修复
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高级算法・第六讲 Lovász局部引理

学习目标与阅读建议

本讲研究两个紧密相关的问题：大量局部约束为什么能够同时满足？怎样高效地找到满足它们
的赋值？读完本讲，应当能够：
1. 构造依赖图，并区分对整个事件族的独立性与两两独立；
2. 用对称局部引理分析可满足性及超图染色，并证明非对称局部引理；
3. 实现局部重采样，区分重采样次数、变量抽样次数和事件检查开销；
4. 利用重采样表、见证树与分枝过程证明Moser–Tardos 定理；
5. 通过编码和恢复长执行所消耗的随机比特，分析递归修复算法。
第一次阅读可沿第 1节的可满足性例子，进入第 2节的局部引理及其应用，再学习第 3节的

条件概率证明。第 4节先介绍重采样算法及其保证，第 5节再用见证树完成分析。第 6节给出另
一条独立的算法分析路线：递归修复与熵压缩。两种构造性证明使用的对象不同，一个是从历
史中提取的见证树，另一个是实际递归过程的记录。
记号与计算假设在使用时引入。全文中，n 为变量数，m 为约束或坏事件数，d 为每个事

件至多相邻的其他事件数。Γ(A) 表示开邻域，Γ+(A) = Γ(A) ∪ {A} 表示含自身的邻域。记
[n] = {1, . . . , n}；ln为自然对数，log2 用于计算比特数；空乘积为 1。概率和期望均针对明确
指定的随机实验，而非满足赋值上的任意分布。
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1 局部约束与概率方法

1.1 贯穿全讲的例子：可满足性

布尔变量取值于 {0, 1}，其中 1表示真。文字是变量或其否定，子句是若干文字的析取；合取
范式（CNF）公式是若干子句的合取。例如，

Φ = (x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x4) ∧ (x3 ∨ ¬x4 ∨ ¬x5).

一个赋值满足 Φ，当且仅当它满足所有子句。本讲约定，k‑CNF 的每个子句恰好包含 k个不同
变量，每个变量只出现一个文字；特别地，子句不是永真式。因此，每个子句在其 k个变量上
恰好有一个违反它的赋值。

k‑SAT与结构化的搜索问题
给定 n个变量上的 k‑CNF公式Φ = C1 ∧ · · · ∧Cm，k‑SAT问它是否可满足。对固定 k ≥ 3，
不加限制的该问题是 NP 完全的。本讲寻找一个由子句相交程度决定的充分条件：既保证
满足赋值存在，又能通过高效随机算法构造这样的赋值。

一般可满足性的计算困难，促使我们研究具有额外结构的实例；它并不排除受限实例上的
高效算法。NP完全性的背景来自 Cook–Levin 理论，参见文献说明及 [7]。

如果各子句使用的变量集合互不相交，就可以分别满足它们。另一个简单情形来自不同的
思路：独立、均匀地选择 X1, . . . , Xn ∈ {0, 1}，令 Ai 为子句 Ci 被违反的坏事件。于是

P(Ai) = 2−k, P

(
m⋃

i=1

Ai

)
≤

m

∑
i=1

P(Ai) = m2−k. (1)

概率 2−k 来自唯一的违反比特模式，而不来自子句之间的独立性。我们只假设输入变量相互独
立。因此，只要 m < 2k，全部子句同时满足的概率就为正。

概率方法
为了证明具有某种性质的对象存在，可以先设计一个概率空间，再证明目标事件具有正概
率。该事件中必定包含一个满足要求的对象。但正概率本身既不提供高效搜索算法，也不
保证一次随机试验很容易成功。

1.2 为什么约束总数未必是正确参数

当子句的变量集合互不相交时，坏事件相互独立，故

P

(
m⋂

i=1

Ai

)
= (1 − 2−k)m > 0 (2)

对任意有限 m都成立。此时，并合界给出的限制 m < 2k 完全没有必要。另一方面，对固定 k，
式 (2) 中的成功概率随 m指数下降。即使各子句能够独立修复，不断重新抽取整个赋值仍可能
很慢。
在互不相交与任意相交之间，还有有限依赖的情形。将共享变量的两个子句连边，假设每

个子句至多与 d个其他子句相交。我们希望用局部参数 d，而不是总数 m，来控制可满足性。
局部引理给出一个这样的充分条件：

e(d + 1)2−k ≤ 1. (3)
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这个条件允许任意多的约束。它不是对每个顶点的邻域分别使用并合界；其证明必须回答：在
给定其他约束已经满足后，一个坏事件的条件概率会增加多少？

1.3 约束满足问题的统一视角

有限域约束满足问题（CSP）由变量 xj ∈ Ωj 和局部谓词 Ci 组成，每个谓词只依赖指定的变量
子集。使所有谓词为真的赋值就是一个解。可满足性和超图染色是其中的两个例子。许多图论
与集合系统问题也能写成约束形式，但写出约束本身，并不等于验证了局部引理条件，更不等
于得到了高效的事件检查方法。
为变量选择相互独立的分布，再令 Ai 表示约束 Ci 失败。一次局部引理应用包含三个独立

的建模任务：选择概率空间，估计每个坏事件的概率，以及描述事件之间的依赖。概率空间是
证明设计的一部分；均匀选择适合本讲的例子，但不是局部引理的必要假设。

2 局部引理及其应用

2.1 依赖图究竟表达什么

设 A = {A1, . . . , Am}是同一概率空间中的事件。事件 A, B独立，指 P(A ∩ B) = P(A)P(B)。
等价地，当 P(B) > 0时，以 B为条件不会改变 A的概率。
定义 2.1 (依赖图)。 以 A 为顶点集的简单无向图称为依赖图，如果每个 Ai 都与 Γ+(Ai) 之外
的整个事件族独立。具体而言，对任意通过指定一些非邻居事件发生或不发生而得到的事件
B，均有

P(Ai ∩ B) = P(Ai)P(B). (4)
也就是说，Ai 与非邻居们共同确定的信息独立，而不只是分别与每个非邻居独立。

依赖图不必唯一，也不必最小。添加边不会破坏定义，但可能削弱最后的数值界。非邻居
事件族必须排除事件 Ai 自身。
对于独立变量 X1, . . . , Xn，记 vbl(Ai) ⊆ [n] 为确定 Ai 的一个给定变量指标集。变量相交

图的邻域定义为
Γ(Ai) = {Aj ̸= Ai : vbl(Ai) ∩ vbl(Aj) ̸= ∅}. (5)

每个不在 Γ+(Ai)中的事件，都只由 vbl(Ai)之外的变量确定；这些事件共同确定的信息也是如
此。底层变量块的独立性说明，该图确实是依赖图。
例2.2 (一个小的变量相交图)。 考虑如下作用域的事件：

A(X1, X2), B(X2, X3), C(X3, X4), D(X4), E(X1, X4).

相交图的边为 AB, AE, BC, CD, CE, DE。特别地，A 与 (C, D) 联合独立，而 C, D 彼此之间不
必独立。
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A

B

C

DE

仅有两两独立并不够
令 U, V 为独立公平比特，取 A1 = {U = 0}、A2 = {V = 0}、A3 = {U ⊕ V = 0}。三
个事件两两独立，但避免前两个事件会迫使 U = V = 1，从而第三个事件发生。因此，空
图不是这组事件的依赖图。两两概率计算不能替代定义 2.1中的联合独立条件。

2.2 先陈述对称引理，再看两个应用

定理 2.3 (对称 Lovász 局部引理)。 设对每个 i都有 P(Ai) ≤ p，且事件族有一个最大度至多为
d的依赖图。如果

ep(d + 1) ≤ 1, (6)
则 P(

⋂
i Ai) > 0。当 d ≥ 1时，另一个充分条件是 4pd ≤ 1。当 d = 0时，各事件相互独立，只

要每个 P(Ai) < 1，结论就成立。

我们先应用这个定理，再由非对称版本推导两个数值条件。它同时使用两种信息：单个坏
事件不太可能发生，以及整个事件族的局部依赖有限。没有依赖控制时，仅有较小的边缘概率
并不足够。
推论2.4 (稀疏 k‑CNF的可满足性)。 若一个 k‑CNF公式中每个子句至多与 d个其他子句共享变
量，且 e(d + 1) ≤ 2k，则该公式可满足。当 d ≥ 1时，d ≤ 2k−2 是另一个充分条件。

证明. 选择独立公平比特。每个子句违反事件的概率为 p = 2−k，子句相交图就是变量相交图。
应用定理 2.3；其另一种条件为 4d2−k ≤ 1。

如果每个变量至多出现在 L个子句中，则 d ≤ k(L − 1)：一个子句的每个变量至多把它连
接到 L − 1个其他子句。同一对相交子句可能被重复计数，但求上界时这没有影响。
定义2.5 (超图染色)。 k‑一致超图 H = (V, E)的每条超边都是 V 的一个 k元子集。顶点 v的度
为包含它的超边数，最大度记为 ∆。一个正常 q‑染色为每个顶点指定 [q] 中的一种颜色，并要
求没有超边为单色。
定理2.6 (稀疏一致超图的染色)。 对 k, q ≥ 2，最大度为 ∆的 k‑一致超图，只要满足

∆ ≤ qk−1

ek
, (7)

就能够正常 q‑染色。

证明. 独立、均匀地为每个顶点选择颜色。对超边 e，令 Ae 表示其所有顶点同色。在 qk 种局部
赋值中，单色赋值有 q种，因此 P(Ae) = q1−k。将相交超边连边，每条超边至多与 k(∆ − 1)条
其他超边相交。若 E非空，则 ∆ ≥ 1，并且

ep(d + 1) ≤ eq1−k(k(∆ − 1) + 1
)
≤ eq1−kk∆ ≤ 1.
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对称局部引理适用。没有超边时，染色结论显然成立。

对固定 q及充分大的 ∆，取 k ≥ logq ∆ + logq logq ∆ + Oq(1)即可达到上述条件，额外的对
数用于补偿因子 k。有限参数下的精确保证是式 (7)。注意，变量的度 ∆与坏事件的依赖度 d是
不同参数。

2.3 非对称概率与局部预算

对称引理只使用最大的坏事件概率和最大的依赖度。当各事件的这些参数差异很大时，分别选
择参数通常能保留更多信息。
定理 2.7 (非对称 Lovász 局部引理)。 设事件族 A = {A1, . . . , Am} 有一个依赖图。如果存在
αi ∈ [0, 1)，使得

P(Ai) ≤ αi ∏
Aj∈Γ(Ai)

(1 − αj) 对每个 i, (8)

则
P

(
m⋂

i=1

Ai

)
≥

m

∏
i=1

(1 − αi) > 0. (9)

参数 αi 是验证不等式的证书，不是算法的重采样概率，也不一定等于 Ai 的真实概率。证
明会给出它们的含义：即使已经知道另一些坏事件没有发生，Ai 的条件概率仍然至多为 αi。

导出对称条件。 当 d ≥ 1时，取所有 αi = 1/(d + 1)。每个事件的邻居至多有 d个，故

αi ∏
Aj∈Γ(Ai)

(1 − αj) ≥
1

d + 1

(
d

d + 1

)d

≥ 1
e(d + 1)

.

最后一个不等式等价于 (1 + 1/d)d ≤ e。因此，式 (6) 蕴含式 (8)。另取 αi = 1/(2d)，利用
Bernoulli 不等式可得

1
2d

(
1 − 1

2d

)d

≥ 1
2d

(
1 − d

2d

)
=

1
4d

.

当 d = 0时，应改取 αi = P(Ai) < 1，既不能除以 d，也不能使用不合法的参数 1/(d + 1) =

1。这里的初等估计在附录A中给出证明。

3 局部引理为什么成立

3.1 证明一个更强的条件概率结论

对 S ⊆ [m]，记 ES =
⋂

j∈S Aj。为了估计避开全部坏事件的概率，链式法则提示我们写成

P(E[m]) =
m

∏
i=1

(
1 − P(Ai | E{1,...,i−1})

)
.

但是，每个条件概率只有在条件事件具有正概率时才有定义。下面的归纳同时建立正概率和条
件概率上界。
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引理 3.1 (条件避免概率界)。 在式 (8) 的条件下，对每个 S ⊆ [m]，事件 ES 均有正概率。而
且，对每个 i /∈ S，

P(Ai | ES) ≤ αi. (10)

证明. 对 s = |S|归纳。当 s = 0时，E∅ 的概率为 1，局部引理条件给出 P(Ai) ≤ αi。
设两个结论对更小的集合都成立。先证明大小为 s ≥ 1的集合 S对应的事件具有正概率。

任取 j ∈ S，由归纳假设，
P(ES) = P(ES\{j})

(
1 − P(Aj | ES\{j})

)
≥ P(ES\{j})(1 − αj) > 0.

接着固定 i /∈ S，把 S分为 i的邻居与非邻居两部分：
S1 = {j ∈ S : Aj ∈ Γ(Ai)}, S2 = S \ S1.

如果 S1 = ∅，由联合独立性，P(Ai | ES) = P(Ai) ≤ αi。 否则，记 S1 = {j1, . . . , jℓ}，其中
ℓ ≥ 1。由条件概率定义，

P(Ai | ES) =
P(Ai ∩ ES1 | ES2)

P(ES1 | ES2)
≤ P(Ai)

P(ES1 | ES2)
. (11)

分子至多为 P(Ai | ES2) = P(Ai)。这一步正是整个非邻居事件族与 Ai 独立的用途。
对分母使用链式法则：

P(ES1 | ES2) =
ℓ

∏
r=1

(
1 − P

(
Ajr | ES2∪{j1,...,jr−1}

))
≥

ℓ

∏
r=1

(1 − αjr).

这里每个条件集合至多含 s − 1个元素，因此都能使用归纳假设。代入式 (11)，再使用局部引
理条件，得到

P(Ai | ES) ≤
αi ∏Aj∈Γ(Ai)(1 − αj)

∏j∈S1
(1 − αj)

= αi ∏
Aj∈Γ(Ai)

j/∈S1

(1 − αj) ≤ αi.

两个归纳结论均得到证明。

3.2 从条件概率界回到整体概率

定理 2.7 的证明. 引理 3.1 保证链式法则中的每个因子都有定义，且至少为 1 − αi。所以

P(E[m]) =
m

∏
i=1

P(Ai | E{1,...,i−1}) ≥
m

∏
i=1

(1 − αi) > 0.

从局部到整体的机制
给定非邻居事件的状态，不会改变 Ai 的概率。给定邻居都不发生，可能使其概率上升；但
归纳能够控制分母中的邻居避免概率。假设中的因子 (1 − αj)正好补偿这一增长。这比两
两独立更强，也不是对各个邻域分别应用并合界。

证明只使用了坏事件概率和依赖图。它没有说明事件如何表示、怎样抽取一个随机对象，
或怎样找到当前被违反的约束。这些是算法化局部引理需要额外处理的问题。

5



高级算法・第六讲 Lovász局部引理

4 通过局部重采样找到一个解

4.1 变量框架与算法

设 X1, . . . , Xn 为相互独立、分布给定的随机变量，A = {A1, . . . , Am} 为坏事件族，其作用域
vbl(Ai)已给定。具体算法先在有限域上描述，并删去变量域中零概率的取值。每次抽样使用变
量自身的给定分布，不要求均匀。假设能够独立抽样变量、检查一个给定坏事件是否发生，并
访问各作用域及其关联关系。我们先统计这些操作次数，再转换为实现时间。
使用式 (5) 中的变量相交图。边更少的统计依赖图可能足以证明存在性，但不能自动替代

重采样分析中的这个图：两个统计上独立的事件仍可能共享变量，而一次修复会改变该变量。

Moser–Tardos重采样算法
1. 按照各变量的给定分布，独立抽取所有 Xj。
2. 只要还有坏事件发生，就选择一个这样的 Ai，独立重新抽取所有 j ∈ vbl(Ai) 对应的

Xj，其他变量保持不变。
3. 没有坏事件发生时，返回当前赋值。

为被违反事件固定一个确定的优先次序就足够了。更一般地，选择可以依赖已经揭示的执
行历史，但不能查看未来的随机样本。下文的一次重采样指一个事件的整批重采样，其中可能
重新抽取多个变量。被选择的事件必须在这次重采样之前确实发生。
定理 4.1 (Moser–Tardos)。 假设式 (8) 对变量相交图成立。令 Ri 为事件 Ai 的总重采样次
数，R = ∑i Ri，则

ERi ≤
αi

1 − αi
, ER ≤

m

∑
i=1

αi

1 − αi
. (12)

算法几乎必然终止，并返回避开所有坏事件的赋值。

第 5节将利用见证树证明该定理 [2]。分析不假设当前坏事件数单调下降，也不假设执行中
的赋值始终保持初始乘积分布；这两个断言一般都不成立。

4.2 在证明之前先看结论

当 d ≥ 1且 ep(d + 1) ≤ 1时，取 αi = 1/(d + 1)可得

ERi ≤
1
d

, ER ≤ m
d

. (13)
当 4pd ≤ 1时，改取 αi = 1/(2d)，得到 ER ≤ m/(2d − 1)。因此，可满足性和超图染色的应用
都成为构造性的：找到违反的子句就重采样其变量；找到单色超边就重新为其所有顶点染色。
当 d = 0时，各事件的变量作用域互不相交。反复重采样 Ai 直到它不发生，所需重采样

批数的期望为 pi/(1 − pi)，其中 pi = P(Ai) < 1；初始样本已满足约束时，批数为零。因此
ER = ∑i pi/(1 − pi)，也就是在式 (12) 中取 αi = pi。这个情形不需要使用 m/d。

局部修复与拒绝采样有什么不同。 在互不相交的子句例子中，整赋值拒绝采样要求全部 m个
子句一次同时成功，其概率为式 (2)。局部重采样则保留所有已经成功的子句中的变量，只修复
失败的部分。其修复次数期望为 m2−k/(1 − 2−k)。一般定理说明，即使有限的相交使修复能够
在附近产生新失败，这种局部策略仍然有效。

6
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4.3 从重采样次数到计算开销

记 si = | vbl(Ai)|、di = |Γ(Ai)|。初始化时检查所有 m 个事件，并维护当前被违反的事件集
合。重采样 Ai 后，只有 Γ+(Ai)中的事件可能改变状态，因此只需重新检查这些事件并更新集
合。维护的不变量是：记录的事件状态与实际当前赋值一致。
这样实现时，变量抽样次数与事件检查次数分别满足

Ndraw = n + ∑
i

siRi, Ntest ≤ m + ∑
i
(di + 1)Ri. (14)

对定理 4.1 的界取期望，可得

ENdraw ≤ n + ∑
i

si
αi

1 − αi
,

ENtest ≤ m + ∑
i
(di + 1)

αi

1 − αi
. (15)

这些是访问操作次数，不包括构造相交图的开销。转换为实际时间时，需要计入每次抽样和检
查的成本，以及选择、更新被违反事件的管理成本。
例如，在 d ≥ 1的对称条件下，若 si ≤ k，事件检查次数的期望为 O(m)，变量抽样次数

的期望至多为 n + km/d。直接检查一个 k‑子句需要 O(k)次比特访问。显式保存所有邻域的表
本身可能有 Θ(md)个条目；后续检查次数为 O(m)，并不意味着这些预处理和存储成本可以忽
略。
期望界不是对每次执行的确定性限制。如果 B > 0 是 ER 的上界，Markov 不等式给出

P(R > 2B) ≤ 1/2。独立重新启动 r次，每次至多执行 ⌈2B⌉批重采样，那么所有尝试都未能结
束的概率至多为 2−r。这是重启算法的保证，不是原始单次执行的指数尾界。

5 重采样为何终止：表与见证树

5.1 将全部随机选择组织成一张表

可以预先抽取一张无限的独立随机表，而不是在执行时才产生随机性。对每个变量 Xj，令

X(0)
j , X(1)

j , X(2)
j , . . .

为来自其给定分布的独立样本。不同变量和不同下标对应的所有表项相互独立。初始化使用每
个变量的第 0项。每次重采样一个事件，就将其涉及变量的计数器分别增加一。算法其他部分
不变，也可以在需要时才揭示对应表项来模拟这个过程。
令 Λ = (Λ1, Λ2, . . .)为执行日志，其中 Λt ∈ A记录第 t步重采样的事件。在第 t步之前，

变量 j的值为
X

(hj(t))
j , hj(t) =

∣∣{s < t : j ∈ vbl(Λs)}
∣∣. (16)

事件 Λt在这些取值上发生，之后相关计数器才增加。区分检查时刻与重采样时刻，才能正确对
应表项下标。
一条固定的长日志可能描述一个很罕见的执行，但对所有 mt种日志直接求和，无法利用局

部性。见证树只保留足以证明某一次重采样发生的那部分历史。

7
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5.2 从过去构造一个见证

定义 5.1 (合法见证树（proper witness tree）)。 合法见证树是一棵有限有根树，每个结点 u
带有事件标签 A[u] ∈ A，每个孩子的标签都属于父结点标签的 Γ+，且同胞结点的标签互不相
同。以 A为根标签的所有此类树组成集合 TA。根的深度为 0。

这些是带标签的有根树，不一定是算法实际的调用树。无须额外记录孩子顺序：由于同胞
标签不同，可以按一个固定的规范次序排列。

反向构造 T(Λ, t)

先建立一个标签为 Λt 的根。依次扫描 s = t − 1, t − 2, . . . , 1。 若已建树中有结点 u 满
足 Λs ∈ Γ+(A[u])，就在所有这样的结点中选择一个最深的结点，为它添加标签为 Λs

的孩子。并列时使用固定规则。若不存在这样的结点，则略过 Λs。最后得到的树记为
T(Λ, t)。

选择最深的相容结点非常重要。假如同一结点的两个孩子标签相同，后加入的那个本来可
以接到已经存在的同标签孩子下面，与“最深”矛盾。因此，构造出的树是合法见证树。
引理5.2 (深度与重复标签)。 反向构造得到的树具有以下性质。
1. 如果被纳入的两个日志位置 s < r 的标签共享变量，则位置 s 的结点严格深于位置 r 的结
点。特别地，同一深度的标签使用互不相交的变量集合。

2. 若根对应日志中事件 A的第 r次出现，则树中恰有 r个标签为 A的结点。因此，不同重采
样步骤产生不同的见证树。

证明. 处理位置 s时，位置 r的结点已经存在。由于标签相交，所选连接点的深度至少为位置 r
的结点深度，新结点再深一层。对第二个结论，根标签的每次更早出现都会被纳入，因为它始
终与根相容。这些恰好是截至根时刻的全部 A标签。若两棵树根标签不同，它们显然不同；若
根标签相同，则在不同出现次数处，该标签的结点数不同。

5.3 一个具体见证及其使用的表项

使用例 2.2 中的五个作用域，考虑日志前缀
Λ = D, C, E, D, B, A, C, A.

第 8步的根为 A。反向扫描纳入位置 6, 5, 3, 2, 1，略过位置 7, 4。处理位置 2时若有并列，选择
标签为 B的结点作为父结点。下图中的下标标记日志位置，不表示不同的事件类型。

A8

A6

B5 E3

C2

D1

结点 检查该事件所用的表项
D1 X(0)

4

C2 X(0)
3 , X(1)

4

E3 X(0)
1 , X(2)

4

B5 X(0)
2 , X(1)

3

A6 X(1)
1 , X(1)

2

A8 X(2)
1 , X(2)

2

8
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不同结点分配到的表项互不相交。注意，E3 与 C2 共享变量 X4，却位于不同分枝上。共享变
量不意味着两个见证结点之间必定具有祖先关系；正确的顺序性质是它们的深度不同。这里构
造的是给定日志对应的见证，不是断言具有这些作用域的任意谓词都能够产生该日志。

5.4 见证树的概率界

引理5.3 (见证树引理)。 对每棵固定的合法见证树 τ，

P
(
∃t : T(Λ, t) = τ

)
≤ ∏

u∈τ

P(A[u]). (17)

证明. 如果同一深度存在两个变量作用域相交的结点，引理 5.2 说明该树不可能出现，结论显
然。否则，对每个 j ∈ vbl(A[u])定义

rτ(u, j) =
∣∣{v ∈ τ : depth(v) > depth(u), j ∈ vbl(A[v])}

∣∣. (18)

用随机表中的元组 (X(rτ(u,j))
j )j∈vbl(A[u]) 来检查 A[u]。这个检查由一棵固定的树确定，不是算法

在随机选取的执行时刻自适应进行的检查。
固定一个变量 j，所有使用它的结点具有不同深度。从最深到最浅排列，它们分别使用下标

0, 1, . . .的表项。因此，不同结点的检查不共享表项。全部表项的独立性说明，各结点检查相互
独立，且每个检查具有该标签事件的原始概率。于是

P(τ的所有检查都成功) = ∏
u∈τ

P(A[u]). (19)

还需证明：在同一张随机表上，τ 的实际出现必定使这些检查全部成功。设 τ = T(Λ, t)，
结点 u 对应日志位置 s。固定其标签使用的变量 j。所有涉及 j 的更早位置 r < s 都会被纳入
树中，因为扫描到 r 时，结点 u已经存在，提供了相容的连接点。这些结点都严格深于 u。反
之，涉及 j的被纳入的更晚位置，由引理 5.2 必定浅于 u。因此

rτ(u, j) = |{r < s : j ∈ vbl(Λr)}| = hj(s).

固定树检查使用的取值，恰好就是Λs在被重采样前发生时的取值。所以每个结点检查都成功。
这个事件包含关系与式 (19) 结合，就证明了对所有可能出现时刻 t取并之后的概率界。

独立性在哪里重新出现
连续发生的重采样事件不必独立；在给定执行历史后，其条件概率也不必等于原始概率。
真正独立的是：对一棵固定见证树，用互不相交的随机表项进行的检查。局部依赖限制了
可能的见证形状，新鲜随机性则使每个固定见证的出现付出相应的概率代价。

5.5 用分枝过程对所有见证求和

由产生的见证树互不相同，

Ri = ∑
τ∈TAi

1{∃t : T(Λ, t) = τ}, ERi ≤ ∑
τ∈TAi

∏
u∈τ

P(A[u]). (20)

这些等式和不等式在尚未证明终止时也有意义：各项非负，先有限截断再取单调极限，就能合
法交换求和与期望。现在需要控制的是一个可能包含无穷多项的树权重和。
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先设所有相关的 αi 都为正，定义

w(Ai) = αi ∏
Aj∈Γ(Ai)

(1 − αj). (21)

局部引理假设即为 P(Ai) ≤ w(Ai)。

根标签为 Ai的辅助分枝过程
确定地建立一个标签为 Ai 的根。对每个已建结点 u，对每个 B ∈ Γ+(A[u]) 独立进行试
验：以概率 αB 添加一个标签为 B的孩子，否则不添加该标签的孩子。对新结点重复这一
操作。所得 TAi 可能有限，也可能无限。

这是一个多类型 Galton–Watson 分枝过程，类型就是事件标签。它生成合法见证树，但
能生成的树不必全都能由实际执行产生。加入这些额外的树，只会使所求上界更大。
引理5.4 (分枝概率)。 对根标签为 Ai 的有限合法见证树 τ，

P(TAi = τ) =
1 − αi

αi
∏
u∈τ

w(A[u]). (22)

证明. 令 C(u)为结点 u的孩子标签集合。每个非根结点贡献其产生概率 αA[u]，每个缺失的潜
在孩子贡献不产生的概率。因此

P(TAi = τ) = ∏
u ̸=根

αA[u] ∏
u∈τ

∏
B∈Γ+(A[u])\C(u)

(1 − αB). (23)

也可以先在每个结点放入所有潜在孩子的不产生因子，再对实际产生的孩子，将对应因子替换
为产生因子。式 (23) 因而等于(

∏
u∈τ

∏
B∈Γ+(A[u])

(1 − αB)

)(
∏

u ̸=根

αA[u]

1 − αA[u]

)
.

补入缺失的根比值，并乘以 (1 − αi)/αi 补偿。此后每个结点对应的自身标签因子约去，留下
αA[u] ∏B∈Γ(A[u])(1 − αB) = w(A[u])。

定理 4.1 的证明. 结合式 (20)、局部引理条件及引理 5.4，得到

ERi ≤ ∑
τ∈TAi

∏
u∈τ

P(A[u])

≤ ∑
τ∈TAi

∏
u∈τ

w(A[u])

=
αi

1 − αi
∑

τ∈TAi

P(TAi = τ) ≤ αi

1 − αi
.

最后的概率和至多为 1，因为分枝过程可能生成无限树。这里不需要证明它几乎必然灭绝。
如果 αi = 0，假设迫使 P(Ai) = 0。在各变量域中的取值均具有正边缘概率的有限域模型

下，这种事件不可能发生，可以删除，也从不会被重采样。从邻域中删去它，只是删去了一个
值为 1的因子。对剩余事件应用前面的证明即可。因此，定理允许参数位于 [0, 1)，而不会出现
除以零的问题。
对 i 求和得到有限的 ER上界。非负扩展随机变量如果期望有限，就几乎必然取有限值，

因此算法几乎必然终止。停止条件保证，返回时所有约束都得到满足。

10
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这个证明完成了什么。 一个可能很长的自适应执行，被替换为可数个有限证书。每个证书的
概率至多为其局部事件概率的乘积；另一个随机树过程负责核算全部证书的权重。辅助随机树
用于求和，不是算法的实际轨迹，也不是满足赋值的分布。

6 递归修复与熵压缩

6.1 Moser 的递归 Fix‑It 算法

回到 k‑CNF 公式，固定子句次序以及每个含自身邻域的次序。可以用递归方式调度重采样：修
复一个子句后，检查它自身以及可能被它直接影响的所有邻居。

Moser 递归算法
主过程。抽取 n个独立公平比特。只要还有违反的子句，就选取次序中的第一个这样的子
句 C，调用 Fix(C)。全部子句满足时返回赋值。
过程 Fix(C)。
1. 用新鲜独立公平比特重新抽取 C的 k个变量。
2. 只要 Γ+(C)中还有违反的子句 D，就选择次序中的第一个这样的 D并调用 Fix(D)。
3. 当 Γ+(C)中全部子句满足时返回。

含自身的邻域必须包含 C：一次重采样之后，同一个子句仍可能违反。每次调用开始时，
其子句必定被违反；调用首先抽取一批 k个新比特，再进行零次或多次递归调用。按时间排列
的这些批次是一个合法的Moser–Tardos 执行，因此，只要满足该定理的条件，定理 4.1已经
适用。下面在一个稍强但简洁的数值条件下给出独立证明，目的是展示另一种机制，而不是改
进Moser–Tardos 的阈值。
引理6.1 (返回时刻的保持性质)。 如果一次 Fix(C)调用返回，则在它进入时已经满足的每个子
句，在返回时仍然满足；而且，返回时 Γ+(C)中的全部子句都满足。因此，主过程启动的顶层
调用至多有 m次，包括可能的最后一次尚未完成的调用。

证明. 第一个结论只讨论一次有限、已经完成的递归。可以对其中的调用总数归纳，无须预先
假设每次调用都终止。首次重采样只改变 C的变量，因此不会影响 Γ+(C)之外的子句。由归纳
假设，每个已经返回的递归孩子都保持其进入时已满足的所有子句。因此，进入父调用时已经
满足、且位于 Γ+(C)之外的子句，在父调用返回时仍然满足。父调用的停止条件又使 Γ+(C)内
的全部子句都满足，从而证明保持性质。
每次顶层调用完成时，之前已经满足的子句全部恢复满足，且原本违反的根子句变得满

足。因此，在各次顶层调用的边界处，已满足子句集合严格增加。后续顶层调用的根不可能是
之前修复过的根，所以最多启动 m次顶层调用。

不变量针对返回时刻
早先顶层调用修复过的子句，在后续递归修复的内部，可能暂时再次被违反。保持性质只
保证后续调用返回后它仍然满足，不保证每次中间重采样后都满足。论证限制的是互不重
复的顶层根，并不是断言每个子句只被重采样一次。

11
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6.2 为什么长执行能够描述自身的随机性

在重采样一个违反的 k‑子句之前，它的 k个变量取值已经由子句标签唯一确定：所有文字都为
假。因此，重采样是用 k个新随机比特覆盖一个已知的局部赋值。如果记录了重采样子句的标
签，那么最终赋值就足以让我们撤销全部覆盖，逐步恢复随机比特。
直接记录每次子句标签，需要每次 ⌈log2 m⌉比特。递归改变了这个成本：非根调用的子句

属于其父调用的含自身邻域，因此只需记录至多 d + 1种选择中的一个名次。全局标签只在至
多 m个顶层根处需要。如果每次调用消耗的随机比特，多于记录该调用所需的比特，长执行就
会把许多均匀随机比特变为一个更短、却可完全恢复的描述。
引理 6.2 (有限不可压缩性)。 设 B ⊆ {0, 1}N。如果一个编码在 B 上是单射，且每个编码串长
度至多为 L，则

|B|
2N < 2L+1−N . (24)

如果所有编码串长度恰好为 L，则有更强的 |B|/2N ≤ 2L−N。特别地，均匀 N 比特串能通过单
射编码得到至多 N − ℓ比特描述的概率，小于 21−ℓ。

证明. 长度至多为 L的二进制串共有 ∑L
r=0 2r = 2L+1 − 1个；长度恰好为 L的则有 2L 个。由单

射性，|B|不超过相应数目，再除以等可能输入的总数 2N 即可。

引理不禁止某个特定串被压缩，而是说：不可能让大量均匀随机串都得到短很多、且彼此
不同的描述。这里除了这个初等计数事实，不需要使用Kolmogorov 复杂性的其他工具。

6.3 在固定的重采样次数后冻结

在选择随机性之前，固定公式及整数参数 n, m, k, t，其中 m ≥ 1、t ≥ 1。向算法提供长度为

N = n + tk (25)

的均匀随机带。前 n 比特初始化赋值，此后每一块 k 比特供一次调用使用，子句内部的变量
顺序预先固定。如果执行到达第 t次调用，就在这次调用的首次重采样刚完成时立刻停止，此
时随机带恰好全部用完。如果算法更早终止，这条随机带就不属于我们将要编码的长执行集合
Bt。
每次调用打开递归树的一个结点，孩子按调用时刻排列。已完成的顶层调用构成森林，而

最后一棵树可能还带有未完成的调用栈。记录冻结前真正发生的进入和返回，再为仍然打开的
栈补上闭括号，就得到一片恰有 t个结点的完整有序森林。补上的闭括号只是在完成记录，不
表示这些调用实际上已经返回。
记

a = ⌈log2 m⌉, b = ⌈log2(d + 1)⌉. (26)
下面的定长编码明确划分字段，从而避免部分递归记录在哪里结束的歧义。

12
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编码前 t次调用及当前赋值
记录四个字段，其长度均由 n, m, d, t预先确定：
1. 森林形状：2t比特。按深度优先顺序，进入结点记为 1，离开结点记为 0。
2. 根标签：m个长度为 a的槽位。依次写入根标签，未使用槽位补零。
3. 非根标签：t 个长度为 b 的槽位。按先序写入每个非根在其父标签含自身邻域中的名
次，未使用槽位补零。

4. 当前赋值：第 t次重采样之后的 n比特赋值。
标签和名次均从零开始编号，以固定宽度的二进制表示。宽度为零时，唯一可能的选择无
需任何比特。

根数和非根结点数都由森林形状确定，因此解码器知道哪些槽位是补零。由引理 6.1，森
林至多有 m个根。总编码长度为

L = n + ma + t(b + 2). (27)

公式和参数不是传输记录的一部分，因为在这个计数论证中，它们是所有随机带共有的固定辅
助信息。长度核算已经包括森林的完整二进制形状，而不只是子句标签。

6.4 反向撤销覆盖，恢复随机带

森林及其标签确定了按时间排序的子句序列 Ci1 , . . . , Cit。这是因为每次调用一进入就重采样，
所以调用的先序就是重采样顺序。最后的赋值提供反向处理该序列的起点。

恢复随机带
从记录的赋值开始，对 s = t, t − 1, . . . , 1依次执行：
1. 按预定次序读取 Cis 作用域上的当前比特，保存为第 s次调用消耗的 k个随机比特。
2. 将这些变量改为唯一违反 Cis 的赋值，其他变量保持不变。
撤销全部 t 次重采样后，当前赋值就是初始的 n 比特。输出它，再按 1, . . . , t 的次序输出
恢复的各比特块。

引理 6.3 (可逆性)。 对 Bt 中的每条随机带，上述解码过程能够恢复其全部 n + tk 个比特。因
此，编码在 Bt 上是单射。

证明. 对 s 反向归纳。撤销第 s 次调用之前，更晚的重采样已经全部撤销，所以当前维护的赋
值恰好是该次重采样刚完成时的状态。其作用域上的取值，正是这次抽到的新随机比特块。调
用之前该子句被违反，因而其作用域上的旧值被唯一确定。将作用域恢复为该违反模式，就得
到前一状态。如此逐步恢复初始赋值，并找回每一块随机比特。

例如，若 C = x1 ∨ ¬x2 ∨ x3，其作用域上的前驱取值必定为 (0, 1, 0)。撤销后续修改后，当
前作用域上的三个比特揭示了当时用来覆盖该模式的新随机比特。不同子句共享变量不会妨碍
恢复，因为更晚发生的覆盖先被撤销。

13
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6.5 由计数得到尾界

令 R为递归算法的调用总数，也就是其重采样批数。定义每次调用的比特盈余

γ = k − b − 2. (28)

减去的两项分别是局部标签成本和每个结点的森林形状成本。结合式 (25)、式 (27) 及引
理 6.3，由定长不可压缩性得到

P(R ≥ t) =
|Bt|

2n+tk ≤ min{1, 2ma−γt}. (29)

等式使用的是未加条件的均匀随机带。我们没有假设在给定长执行之后，随机带仍然均匀。只
对长执行对应的子集进行编码，而计数引理本来就允许定义域是这样的子集。
定理6.4 (递归修复的熵压缩界)。 设 k ≥ 3，每个子句至多与 d个其他子句相交，且 d < 2k−3。
对任意 0 < δ < 1，递归算法以至少 1 − δ的概率，在重采样调用次数达到

tδ = ⌈m⌈log2 m⌉+ log2(1/δ)⌉ (30)

之前返回满足赋值。特别地，对 n ≥ 2，以至少 1 − 1/n 的概率，调用次数为 O(m log(2m) +

log n)。

证明. 由于 d 为整数且 k ≥ 3，d < 2k−3 蕴含 d + 1 ≤ 2k−3，因此 b ≤ k − 3、γ ≥ 1。式 (29)
给出 P(R ≥ tδ) ≤ δ。其尾概率趋于零，因而独立于Moser–Tardos 定理地证明了几乎必然终
止。终止时，主循环的条件保证所有子句满足。取 δ = 1/n即得最后的结论；使用 log(2m)使
m = 1时表述仍有意义。

更一般地，只要 γ > 0，阈值 ⌈(ma + log2(1/δ))/γ⌉就足够。定理中的条件保证每次调用
至少节省一个比特。当 d = 0时，对任意 k ≥ 1都能直接处理互不相交的子句，不必要求这套
特定编码产生比特盈余。
该界统计的是全部调用，而不只是顶层调用，也不是单个变量的赋值次数。每次调用抽取

k比特。实现时可以沿用第 4.3节的局部更新来维护被违反事件的状态，再加上递归栈和寻找违
反邻居的管理成本。若作用域和邻域有限且显式给出，这些开销都关于输入长度和调用次数为
多项式。有固定执行预算时，递归栈长度也不超过该预算。

两种树，两种核算方式
Moser–Tardos 见证树从日志中反向提取，用来证明一次重采样确实发生；其概率通过独
立随机表项控制。递归调用树记录算法实际发生的嵌套调用，和最终赋值共同恢复随机
带。前者支持见证概率求和，后者支持对长执行的单射编码。

7 三个阶段分别建立了什么

局部引理把局部失败与整体可行性联系起来。Moser–Tardos 定理进一步加入可访问的变量表
示和局部修复规则。熵压缩则从另一个角度解释修复为何高效：过多的失败，将会泄露过多关
于随机选择的信息。

14
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方法 所需结构 本讲证明的结论

经典局部引理 依赖图与坏事件概率 全部避免的概率为正；没有搜索时间
保证。

Moser–Tardos 独立变量作用域、新鲜抽样及事件检
查

重采样次数期望至多为
∑i αi/(1 − αi)。

递归熵压缩证明 k‑子句具有唯一违反赋值；递归邻居
名次

在 d < 2k−3 时给出明确的高概率调用
次数界。

进一步的方向

条件 ep(d + 1) ≤ 1是便于使用的充分条件，不是每个依赖图的精确刻画。Shearer 的工作给出
了由依赖图和事件概率决定的紧刻画 [4]。如果掌握超出图结构的事件信息，还可能得到不同或
更强的论证。本讲各定理都不依赖这些进一步结果。
在非乘积概率空间中，可能没有一个可以直接重新独立抽取的变量块。重采样预言机框架

用其他局部修复操作来替代 [5]，但必须验证相应的假设；抽象依赖图本身并不提供高效的修复
操作。
最后，找到一个满足赋值与从满足赋值上的指定分布中抽样，是不同的任务。对乘积测度

µ以及 S =
⋂

i Ai，自然的条件抽样目标是

µ(σ | S) = µ(σ)1{σ ∈ S}
µ(S) .

前面的终止证明只说明输出位于 S，并没有证明它服从这个分布。Moser–Tardos 输出的分布
性质需要额外分析 [6]；不能将其期望时间定理直接理解成精确抽样定理。

8 习题

依赖建模与局部引理的应用

1. 并合界的阈值。在 k 个变量上，构造含 2k 个子句的不可满足 k‑CNF。为什么它不与推
论 2.4矛盾？在子句作用域互不相交时，比较整赋值拒绝采样与局部修复。

2. 联合独立与两两独立。验证三个公平比特事件例子中的全部两两独立关系。找出一个由其
中两个事件的指示变量共同确定、却不与第三个事件独立的事件。

3. 变量出现次数。如果每个变量至多出现在 L个子句中，推导一个关于 k, L的可满足性充分
条件。对超图染色，比较精确条件 eq1−k(k(∆ − 1) + 1) ≤ 1与式 (7)。

4. 不相同的预算。设依赖图为星形，中心事件概率为 p0，r 个叶子事件概率为 p1, . . . , pr。给
定中心参数 a ∈ (0, 1)，在每个叶子取 αj = pj/(1 − a)。写出所得充分条件，包括 αj < 1。
为什么只保留最大概率的对称界可能丢失有用信息？

重采样与见证树

5. 条件事件的正概率。在引理 3.1中，标出归纳假设的每个使用位置及其条件集合大小。为什
么必须在写式 (11)之前先证明正概率？
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6. 构造下一棵见证树。在第 5.3节的日志后增加第九个标签 D。固定最深父结点并列时的规
则，构造 T(Λ, 9)。哪些位置被略过？验证每个被纳入结点使用的表项下标。

7. 合法树与实际生成的树。给出一棵合法见证树，使某一深度的两个标签共享变量，并解释
它为什么不能由反向扫描产生。分枝过程求和时，为什么仍然可以包括这棵树？

8. 成本与置信度。允许每个事件具有不同的抽样和检查成本，推导式 (15) 的相应版本。再由
已知的期望批数界导出高置信度的重启保证，说明它与一次不间断执行的尾界有何区别。

递归修复与可逆信息

9. 返回时刻的保持性质。对已完成的递归树归纳，证明引理 6.1。为什么这个归纳不需要假设
算法几乎必然终止？为什么暂时出现的违反不影响顶层根数至多为 m的结论？

10. 检查编码的每个字段。为第 6.3节的四个字段写出解码过程，解释如何识别根、补零以及名
次宽度。为什么可以在记录的形状中关闭未完成调用，而不真正继续执行它们？

11. 多个禁止局部赋值。假设每个坏约束涉及 k个公平比特，且至多有 s ≥ 1个禁止赋值。保持
相同的递归修复方式，并为每次调用添加一个名次，指明重采样前是哪一个禁止赋值。证
明：对应熵论证的一个充分比特盈余条件为 k > b + 2 + ⌈log2 s⌉。说明解码器和尾界如何
改变。

12. 比较两种构造性分析。取 k = 10、d = 100、p = 2−k，判断 ep(d + 1) ≤ 1、4pd ≤ 1 和
d < 2k−3 中哪些成立。比较两个证明对重采样次数、置信度和输出分布分别提供了什么信
息。

A 证明中用到的初等工具

A.1 乘积、对数与重复试验

对 u > −1，ln(1 + u) ≤ u，因为 u − ln(1 + u) 在零点取得最小值。因此，对 d ≥ 1，(1 +

1/d)d ≤ e。对 0 ≤ x ≤ 1和整数 d ≥ 1，Bernoulli 不等式 (1 − x)d ≥ 1 − dx可由归纳得到：
将 d时的下界乘以 1 − x，得到 1 − (d + 1)x + dx2 ≥ 1 − (d + 1)x。
如果每次试验独立地以概率 p < 1失败，一直重复到首次成功，则失败次数的期望为

∑
r≥1

pr =
p

1 − p
.

初始试验的计数方式很重要：当初始赋值也可能成功时，这里计算的是重采样次数，而非全部
独立求值次数；后者的期望是 1/(1 − p)。

A.2 非负计数与几乎必然终止

对可能取无穷的非负整数值随机变量 R，

R = ∑
t≥1

1{R ≥ t}, ER = ∑
t≥1

P(R ≥ t).
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先对有限项求和，再增加截断长度，就得到这两个恒等式。同样的论证允许交换期望与可
数个非负见证指示变量的求和。若 ER < ∞，则 P(R = ∞) = 0，因为对每个整数 T 都有
ER ≥ TP(R = ∞)。
对 a > 0，由 R ≥ a1{R ≥ a}得到Markov 不等式 P(R ≥ a) ≤ ER/a，这正是第 4.3节重

启分析的依据。对于式 (29) 在 γ ≥ 1时给出的更强几何尾界，求和还得到 ER ≤ ma + 2。这是
显式编码的另一个推论，与更强、更一般的Moser–Tardos 期望界是不同的结论。

A.3 为什么算法证明能推广到非有限域

随机表证明只使用相互独立的新鲜样本、可测的事件检查和有限作用域。因此，只要这些操作
有定义，同一证明也适用于其他变量分布。对一个零概率坏事件，每个固定的表项下标元组使
该事件发生的概率都是零。有限元组的选择只有可数多个，事件也只有有限多个；对这些零概
率事件取可数并可知，几乎必然没有任何表项组合实现零概率坏事件。这样就能替代有限支撑
情形中的删除论证，而不改变证明主体。

文献说明

局部引理起源于 Erdős与 Lovász 的工作 [1]。它的条件概率证明以及局部约束应用，构成本讲
第一阶段。Moser 的构造性工作 [3]与一般的Moser–Tardos 定理 [2]提供算法化阶段。第 6节
给出递归修复的初等熵压缩分析，使用明确的定长森林编码，得到定理 6.4中的高概率界。
第 7节的研究方向提供进一步阅读线索；其中更强的结果不是理解本讲的前提。
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