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学习目标与阅读建议

本讲研究怎样从随机量的期望出发，得到具有明确失败概率的保证。读完本讲，应当能够：
1. 推导乘性 Chernoff 界与加性Hoeffding 界，并根据问题选择合适的形式；
2. 用多数表决或中位数放大随机算法的成功概率；
3. 用McDiarmid 不等式分析非线性统计量，并严格分析 Bloom过滤器的错误概率；
4. 用 Doob 鞅与条件取值区间解释并证明有界差分方法；
5. 用泊松化证明最大负载下界与优惠券收集时间的极限。
第一次阅读可依次学习第 1–4节：独立求和与成功概率放大；有界差分；Bloom 过滤器。
McDiarmid 不等式在第 3.1节陈述，在第 5.5节证明。先通过应用理解定理的用途，再由
第 5节的条件期望与鞅解释其机制。偏好先读证明的读者，可在第 2节之后先读第 5节，查阅定
理 3.1的陈述，再返回各项应用。
第 6节介绍泊松化、最大负载下界与优惠券收集。这条补充路线使用指数矩与初等条件

化，不依赖鞅集中定理。第 7节总结方法选择。附录 A整理初等估计，附录 B给出负相依性的
选读推广。所有应用及主要集中定理的完整证明均保留在正文中。
全文中 ln 表示自然对数，[n] = {1, . . . , n}。球入箱结论中的“以高概率”默认指概率为

1 − O(1/n)；另有明确失败概率时，以该概率为准。渐近阈值针对充分大的 n，需要时会明确
整数取整。每个应用的记号与随机性假设均在相应部分引入。
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1 从期望到高概率保证

期望描述的是对随机性取平均后的结果。算法保证通常还需要回答：较大的误差、严重过载的
位置或异常长的运行，会以多大的概率出现？集中不等式控制的是偏差事件的概率，而不只是
随机量的平均大小。一个典型目标是建立如下形式的界：

P(|Z − EZ| ≥ t) ≤ δ,

将偏差阈值 t > 0与允许的失败概率 0 < δ < 1联系起来。其他问题可能需要单侧尾界，或更精
细的极限分布。

球入箱模型
共有 n ≥ 2个箱子。每个球相互独立、均匀地选择 [n]中的一个落点。投入整数 m ≥ 1个
球时，我们关心最大负载和空箱数；不断投入新球时，我们关心全部箱子首次被覆盖的时
刻。

把 m 个球相互独立、均匀地投入 n 个箱子。令 Bj ∈ [n] 表示第 j 个球的落点，Xi =

∑m
j=1 1{Bj = i} 表示第 i 个箱子的负载。落点 B1, . . . , Bm 相互独立，但负载 X1, . . . , Xn 并不独
立，因为其和恒为 m。
对称性与期望的线性性给出 EXi = m/n。这回答的是固定箱子的平均负载，而非最大负

载。特别地，maxi EXi = m/n并不是 E maxi Xi 的表达式。收集优惠券问题问随机映射何时首
次成为满射，最大负载问题则问最大的原像集合有多大。
下面反复出现三个统计量：最大负载 M = maxi Xi、满足 Xi = 0的空箱个数，以及所有箱

子首次非空的优惠券收集时间。它们各有适合的表示方式。固定箱子的负载是独立指示变量之
和；空箱数虽然自然写成相依指示变量之和，却也是独立投球落点的函数；全部覆盖则是涉及
所有负载的联合事件。
并合界提供了从单个对象到同时保证的简单途径。对事件 A1, . . . , An，

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
≤

n

∑
i=1

P(Ai).

因为并事件的指示变量不超过各事件指示变量之和，所以不需要独立性。特别地，若每个箱子
的失败概率至多为 n−2，总失败概率就至多为 1/n。因此，即使只要求多项式小的失败概率，
指数尾界也非常有用。

先选择随机性的表示，再选择不等式
独立求和时分解指数矩；面对独立输入的非线性函数时，控制单个输入能造成的变化。后
面将用条件揭示解释这一原理，并推广到相依增量。若固定总数妨碍独立性，可以先将总
数随机化，再把结论转移回来。
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2 独立求和：Chernoff、Hoeffding 与成功概率放大

2.1 对指数函数使用Markov 不等式

对非负随机变量 Z及 a > 0，由 Z ≥ a1{Z ≥ a}得到 P(Z ≥ a) ≤ EZ/a。真正有用的选择常常
不是 Z = X，而是 Z = eλX。定义矩母函数 MX(λ) = EeλX，其定义域取为期望有限的参数集
合。对 λ > 0，

P(X ≥ a) = P(eλX ≥ eλa) ≤ e−λa MX(λ). (1)
分析下尾时取 λ < 0，此时 X ≤ a蕴含 eλX ≥ eλa。指数函数把加法统计量变成乘积，而独立性
可以把乘积的期望分解。参数 λ一直保留到最后再优化。

对有界 X，Taylor 展开可以逐项取期望：MX(λ) = ∑r≥0 λrE[Xr]/r!，这解释了“矩母函
数”名称的来源。对无界随机变量，必须检查相应的可积性及交换求和与期望的条件。

2.2 Bernoulli 矩母函数与乘性尾界

设 X1, . . . , XN 为相互独立、取值于 {0, 1} 的随机变量，记 pi = P(Xi = 1)、X = ∑i Xi 及
µ = EX = ∑i pi。这些成功概率不必相同。取值于 {0, 1}的变量称为 Bernoulli 试验；第 6节
介绍的泊松变量则取非负整数值。
对任意实数 λ，

EeλXi = 1 + pi(eλ − 1) ≤ exp
(

pi(eλ − 1)
)
,

EeλX =
N

∏
i=1

EeλXi ≤ exp
(
µ(eλ − 1)

)
. (2)

不等式 1 + u ≤ eu 对正负 u 都成立，因此这个矩母函数估计可以同时服务于上尾与下尾。若
µ = 0，则所有变量几乎必然为零，集中性问题平凡。
定理2.1 (乘性Chernoff界)。 在上述假设下，若 µ > 0，则

P(X ≥ (1 + δ)µ) ≤
(

eδ

(1 + δ)1+δ

)µ

, δ > 0, (3)

P(X ≤ (1 − δ)µ) ≤
(

e−δ

(1 − δ)1−δ

)µ

, 0 < δ < 1. (4)

证明. 对上尾，将指数Markov 不等式与式 (2) 结合，得到

P(X ≥ (1 + δ)µ) ≤ exp
(

µ
(
eλ − 1 − λ(1 + δ)

))
, λ > 0.

指数中函数的一阶导数为 µ(eλ − (1 + δ))，二阶导数为正，故在 λ = ln(1 + δ)处达到最小值，
给出式 (3)。对下尾取 λ < 0，同理有

P(X ≤ (1 − δ)µ) ≤ exp
(

µ
(
eλ − 1 − λ(1 − δ)

))
.

此时最优参数为 λ = ln(1 − δ) < 0，代入即得式 (4)。
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指数矩方法的基本步骤
选择一个在坏事件上取大值的指数函数，利用概率结构控制其期望，再优化指数参数。并
合界或算法重复运行的论证属于后续步骤，不能替代矩母函数估计。

便于使用的形式。 利用附录A证明的初等对数估计，可简化上面的指数。对 0 < δ ≤ 1，

P(X ≥ (1 + δ)µ) ≤ e−µδ2/3, P(X ≤ (1 − δ)µ) ≤ e−µδ2/2. (5)
当 δ = 1时，下尾结论可由极限得到，也可直接使用 P(X = 0) = ∏i(1 − pi) ≤ e−µ。对阈值
a > µ，取 δ = a/µ − 1得到

P(X ≥ a) ≤ e−µ
( eµ

a

)a
≤ 2−a 当 a ≥ 2eµ. (6)

2.3 最大负载上界

回到 m个球独立、均匀投入 n ≥ 2个箱子的模型。固定箱子的负载满足 Xi ∼ Bin(m, 1/n)，均
值为 µ = m/n。对实数阈值 L > µ，先用完整的 Chernoff 界，再对箱子并合，得到

P(M ≥ L) ≤ nP(X1 ≥ L) ≤ ne−µ
( eµ

L

)L
. (7)

定理2.2 (最大负载上界)。 以 1 − O(1/n)的概率，

M =

O(ln n/ ln ln n), m = n,

O(m/n), m ≥ n ln n.

证明. 当 m = n时，取整数 L = de ln n/ ln ln ne。当 n → ∞时，

L(ln L − 1) + 1 = (e + o(1)) ln n ≥ 2 ln n

对充分大的 n 成立。于是 P(Xi ≥ L) ≤ eL−1/LL ≤ n−2，再用并合界得到失败概率至多为
1/n。
当 m ≥ n ln n 时，取 L = d2em/ne。由式 (6)，P(M ≥ L) ≤ n2−L ≤ 1/n，因为 L ≥

2e ln n。若 L > m，事件不可能发生。

对于远大于均值 µ = 1的负载，小相对偏差形式 (5) 并不合适。完整指数保留了 L ln L项，
正是它产生了 ln n/ ln ln n尺度。

初等替代证明：两次并合界。 记 M = max1≤i≤n Xi。若箱子 i的负载至少为整数 L ≥ 1，就必
定存在一个含 L个球的子集，其中所有球都落入该箱子。因此

P(M ≥ L) ≤ nP(X1 ≥ L)

≤ n
(

m
L

)
n−L ≤ n

( em
nL

)L
, 1 ≤ L ≤ m. (8)

3
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第一次并合针对箱子，第二次并合针对球的子集。独立性用于断言：固定的 L个球都落入固定
箱子的概率为 n−L。当 L > m时，事件不可能发生。最后一步使用阶乘估计 L! ≥ (L/e)L。
这个计数界不使用指数矩，也能给出相同的量级。当 m = n 时，L = d3 ln n/ ln ln ne 使

(e/L)L ≤ n−2 对充分大的 n 成立。当 m ≥ n ln n 时，L = de2m/ne 使 em/(nL) ≤ e−1 且
ne−L ≤ 1/n。两个证明都抓住了同一个罕见事件：许多个指定的球同时选择一个箱子。

2.4 Hoeffding 引理与加性集中

引理2.3 (Hoeffding引理)。 若 Y ∈ [a, b]几乎必然成立，且 EY = 0，则对任意 λ ∈ R，

EeλY ≤ exp
(

λ2(b − a)2

8

)
. (9)

证明. 当 a = b时结论显然。否则记 d = b − a及 p = −a/d ∈ [0, 1]。由凸性，区间内的 eλy 不
超过连接端点函数值的弦。对该弦取期望，得到

EeλY ≤ (1 − p)eλa + peλb = e−pλd(1 − p + peλd).

对 0 < p < 1，定义 h(s) = ln(1 − p + pes)− ps。有 h(0) = h′(0) = 0，且

h′′(s) =
p(1 − p)es

(1 − p + pes)2 = qs(1 − qs) ≤
1
4

, qs =
pes

1 − p + pes .

带积分余项的 Taylor 公式对正负 s都给出 h(s) ≤ s2/8。代入 s = λd并取指数即可。端点情形
p = 0, 1对应退化分布，同样满足结论。

对称区间的特例。 对中心化的 Y ∈ [−c, c]（c > 0），同样的弦估计有一个特别简单的形式：

EeλY ≤ eλc + e−λc

2
= ∑

r≥0

(λc)2r

(2r)!
≤ ∑

r≥0

(λc)2r

2rr!
= eλ2c2/2.

其中的级数比较使用 (2r)! ≥ 2rr!。这是 Azuma 不等式背后的有界增量指数矩估计。由于区间
宽度为 2c，它与一般Hoeffding 引理一致。
定理 2.4 (Hoeffding 不等式)。 设 X1, . . . , XN 相互独立，且 Xi ∈ [ai, bi] 几乎必然成立。记
X = ∑i Xi、V = ∑i(bi − ai)

2。若 V > 0，则对任意 t > 0，

P(X − EX ≥ t) ≤ e−2t2/V , P(X − EX ≤ −t) ≤ e−2t2/V , (10)
P(|X − EX| ≥ t) ≤ 2e−2t2/V . (11)

若 V = 0，则 X为常数。

证明. 将各变量中心化：Yi = Xi − EXi。中心化不改变取值区间的宽度。由引理 2.3 及独立
性，

Eeλ ∑i Yi = ∏
i

EeλYi ≤ eλ2V/8.

4
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指数Markov 不等式把上尾界为 exp(−λt + λ2V/8)，其中 λ > 0。取 λ = 4t/V 得到上尾界。
对 −∑i Yi 使用同一论证，或取 λ = −4t/V，可得下尾界。最后并合两侧事件。

对 Bernoulli 变量，各区间宽度均为 1，故 V = N。与乘性 Chernoff 界不同，加性界的
指数取决于取值范围的总预算，而不取决于均值。两者各有用途，不能在所有参数范围内相互
替代。

2.5 多数表决与中位数放大

判定算法。 设 f : {0, 1}∗ → {0, 1}为判定问题，随机算法 A对每个固定输入 x都满足

P(A(x) = f (x)) ≥ 1
2
+ p, 0 < p ≤ 1

2
.

固定目标错误概率 0 < δ < 1。

多数表决放大
取满足 r ≥ ln(1/δ)/(2p2)的奇数 r。用 r 个相互独立的随机种子运行 A(x)，返回这 r 个
答案中的多数答案。

令 Ij 表示第 j次是否正确，S = ∑j Ij。则 ES ≥ r(1/2 + p)，未必等于这个下界。多数表决
失败蕴含 S ≤ r/2 ≤ ES − rp，故由Hoeffding 不等式，

P(多数答案错误) ≤ e−2rp2 ≤ δ 当 r ≥ ln(1/δ)

2p2 . (12)

必要时向上取最近的奇数。这个推导要求各次运行使用新的独立随机性。反复使用同一个随机
种子，可能完全无法降低错误概率。

数值近似。 现在假设，每次独立运行输出的实数以至少 1/2 + p 的概率落在固定目标区间
Ix = [ax, bx]内。

中位数放大
取满足 r ≥ ln(1/δ)/(2p2)的奇数 r。独立运行算法得到 r个数值输出，返回其中位数。

如果超过半数输出都在 Ix 内，那么无论错误输出多么极端，中位数必定仍在区间内。沿用
上述成功指示变量可得

P(中位数 /∈ Ix) ≤ e−2rp2
. (13)

对非负量 f (x)，取 Ix = [(1− ε) f (x), (1+ ε) f (x)]，便得到乘性近似保证。对于可能为负的量，
应使用端点顺序明确的区间，例如 [ f (x)− ε| f (x)|, f (x) + ε| f (x)|]。证明的关键是落入区间的
次数，而不是近似值的算术平均。
投票问题给出了相同偏差尺度的另一个应用：在 N 个相互独立的公平随机投票之外，增加

b个投向同一方的票，则该方未获得严格多数的概率至多为 e−b2/(2N)。因为失败要求随机票中
支持该方的票数比 N/2至少少 b/2。所以在这个理想化模型中，

√
N ln N 量级的额外票数对应

多项式小的失败概率。

5
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2.6 次高斯变量：共同的表达形式

定义 2.5。 若中心化随机变量 Y 满足下式，就称其为方差因子为 ν ≥ 0 的次高斯变量，记为
Y ∈ G(ν)：

EeλY ≤ eλ2ν/2 对任意 λ ∈ R. (14)

方差因子是矩母函数上界中的参数，并不声称 Var(Y) = ν。Hoeffding 引理说明，每个中
心化且取值于 [a, b]的变量都属于 G((b − a)2/4)。“对任意实数 λ”是定义的一部分。
推论2.6。 若中心化变量Yi ∈ G(νi)相互独立，则∑i Yi ∈ G(∑i νi)。对 v = ∑i νi > 0及 t > 0，

P

(
∑

i
Yi ≥ t

)
≤ e−t2/(2v), P

(
∑

i
Yi ≤ −t

)
≤ e−t2/(2v).

证明. 由独立性将各边缘矩母函数界相乘，再在 λ = t/v处优化 −λt + λ2v/2。对变量取负得
到另一侧尾界。

这个定义把前面使用的高斯型指数矩估计统一起来。接下来不再要求统计量是一个和，而
是问：独立输入的一般函数，能否具有同样形式的集中性？第 3节给出一个容易检查的条件。
理解其应用之后，第 5节再用条件指数矩解释其中的机制。附录 B则给出另一种基于负相依性
的推广，使矩母函数乘积不等式仍然适用。

3 有界差分与非线性统计量

3.1 从独立求和到独立输入的函数

Hoeffding 不等式控制独立有界输入之和。其取值范围预算有一个简单解释：改变输入 i，至
多使和改变 bi − ai。下面的定理把这一原理推广到一般函数；函数可以是非线性的，自然的求
和项之间也可以存在依赖。
定理 3.1 (McDiarmid 不等式)。 设 X = (X1, . . . , XN)的各坐标相互独立，其中 Xi 取值于集合
Ωi。设 f : ∏N

i=1 Ωi → R为可测函数。假设确定的常数 ci ≥ 0满足：对每个 i、每个 x ∈ ∏j Ωj

及每个 x′i ∈ Ωi，都有

| f (x1, . . . , xi, . . . , xN)− f (x1, . . . , x′i , . . . , xN)| ≤ ci. (15)

记 C = ∑N
i=1 c2

i。若 C > 0，则对任意 t > 0，

P( f (X)− E f (X) ≥ t) ≤ exp(−2t2/C),

P( f (X)− E f (X) ≤ −t) ≤ exp(−2t2/C).
(16)

因此，
P
(
| f (X)− E f (X)| ≥ t

)
≤ 2 exp(−2t2/C). (17)

若 C = 0，则 f 在乘积定义域上为常数，任意正偏差的概率均为零。

假设控制的是：固定其他坐标后，把一个坐标从任意一个取值改成任意另一个取值，函数
值至多改变 ci。这就是逐坐标的 Lipschitz 条件，各 ci 不必相同。这个定理也称为有界差分不
等式 [2]。

6
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我们先讨论它的用途。完整证明放在第 5.5节，届时通过逐一揭示独立输入，解释为什么
各坐标变化界的平方可以相加。

它如何推广 Chernoff–Hoeffding 界。 对独立变量 Xi ∈ [ai, bi]之和，取

f (x1, . . . , xN) =
N

∑
i=1

xi, ci = bi − ai.

McDiarmid 不等式就给出常数完全相同的 Hoeffding 不等式。对独立 Bernoulli 输入，各
ci = 1，从而得到单侧加性界 e−2t2/N。因此，推广的是从独立输入的和到独立输入的函数，而
不是从独立输入推广到任意相依输入。
完整的乘性 Chernoff 界仍是另一项工具：它保留了均值 µ的信息，而有界差分预算只记

录坐标变化。因此，McDiarmid 推广了加性 Chernoff–Hoeffding 界，但并不包含所有依赖
均值的 Chernoff 估计。

偏差由什么控制
找出相互独立的随机选择，把统计量写成这些选择的函数，再控制替换每个选择时能
造成的变化。输入 i 对总预算 C = ∑i c2

i 贡献 c2
i。若 C > 0 且 0 < δ < 1，偏差达到√

(C/2) ln(2/δ)的概率至多为 δ。这项计算既不要求求和项独立，也不要求统计量具有加
性表示。

3.2 相依指示变量与独立随机选择

空箱数。 在 m 个球投入 n 个箱子的模型中，令 Y 为最终空箱数。固定箱子为空的概率为
(1 − 1/n)m，因而

EY = n(1 − 1/n)m. (18)
空箱指示变量之间存在依赖，但球的落点相互独立。将空箱数写为

Y = f (B1, . . . , Bm) = n −
∣∣{B1, . . . , Bm}

∣∣.
把一个球从箱子 u移到箱子 v。若 u 6= v，移出可能新产生一个空箱，移入可能消除一个空箱；
若两种变化同时发生，它们在总数中相互抵消。因此 Y 的净变化绝对值至多为 1，而不是 2。
对 m个坐标取 cj = 1，由式 (17) 得到

P(|Y − n(1 − 1/n)m| ≥ t) ≤ 2e−2t2/m. (19)
例如，代入 t =

√
cm ln n/2，失败概率至多为 2n−c。这是加性估计。当期望空箱数很小时，该

加性窗口可能远大于均值；围绕均值集中并不自动等价于相对误差很小。

重叠模式的出现次数。 设 X1 · · · Xn 为字母表 Σ上的均匀随机字符串，其中 |Σ| = q ≥ 1。固
定模式 π ∈ Σk，1 ≤ k ≤ n。令 Y统计所有出现次数，包括相互重叠的出现：

Y =
n−k+1

∑
j=1

1{XjXj+1 · · · Xj+k−1 = π}, EY =
n − k + 1

qk .

7
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每个字符参与至多 k个候选窗口。改变它至多影响 k个指示变量，因此 Y是 n个独立字符的函
数，坐标变化界满足 ci ≤ k。故

P

(∣∣∣∣Y − n − k + 1
qk

∣∣∣∣ ≥ t
)
≤ 2e−2t2/(nk2). (20)

窗口的重叠使我们不能把这些指示变量当作独立变量。这个证明完全绕开了对其相关结构的分
析。

3.3 非加性统计量

超立方体上到集合的距离。 固定非空集合 S ⊆ {0, 1}n，均匀随机选取 X ∈ {0, 1}n。定义
Hamming 距离 H(x, y) = ∑i |xi − yi|，以及到集合的距离

D = fS(X) = min
y∈S

H(X, y).

改变一位比特，到每个固定 y的距离都至多改变 1，所以这些距离的最小值也至多改变 1。由各
比特独立，

P(|D − ED| ≥ t) ≤ 2e−2t2/n, P
(
|D − ED| ≥

√
cn ln n/2

)
≤ 2n−c. (21)

因此，在这个加性尺度上，大多数点到 S的距离差不多。论证并未确定 ED，也没有断言大多
数点离 S很近。条件 S 6= ∅保证最小值有定义。

赋范空间中的随机符号。 在任意赋范空间中固定单位向量 u1, . . . , un，独立、均匀选取符号
ε i ∈ {−1, 1}。令 Z = ‖∑i ε iui‖。翻转第 i个符号会使向量和改变 2ui，由反三角不等式，范数
至多改变 2。于是

P(|Z − EZ| ≥ t) ≤ 2e−t2/(2n), P(|Z − EZ| ≥ s
√

n) ≤ 2e−s2/2. (22)
这里不需要内积或欧氏几何结构。再次强调，不等式控制的是波动，而非均值的位置。

3.4 选择独立坐标：随机图染色

随机图 G ∼ G(n, p)的顶点集为 [n]，每条可能边以概率 p独立出现。色数 χ(G)是对顶点进行
正常染色所需的最少颜色数；正常染色要求相邻顶点颜色不同。即使不计算平均色数，也能证
明集中性。关键是把随机边按顶点组织成块，而不是将每条边都当作一个单独坐标。
定理3.2 (色数的集中性)。 对 n ≥ 2、0 ≤ p ≤ 1、G ∼ G(n, p)及任意 s > 0，

P
(
|χ(G)− Eχ(G)| ≥ s

√
n
)
≤ 2e−2s2

. (23)

证明. 将边指示变量划分为独立的块 Bi，其中 Bi 包含顶点 i与 1, . . . , i − 1之间的边。每条边恰
好属于一个块，因此各块相互独立，并共同确定 G。
固定其他块，比较 Bi 的两种取值。对应的图 G, G′ 仅在与顶点 i 相接的边上不同。删除 i

后，两者变成同一个图 H。由于

χ(H) ≤ χ(G) ≤ χ(H) + 1, χ(H) ≤ χ(G′) ≤ χ(H) + 1,

8
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两图的色数之差至多为 1：先最优地染色 H，必要时为 i 分配一个新颜色。因此，每个独立
块的坐标变化界为 1。对这些独立块应用 McDiarmid 不等式，取 C ≤ n 及 t = s

√
n，即得

式 (23)。

以每条边为坐标，同样可以得到单位变化界，但预算为 (n
2)，而非至多 n。按顶点分组的表

示更好，是因为改变同一顶点处的全部相关边，色数仍至多改变一。两种计算都未确定平均色
数。第 5.6节将把这两种表示解释为边揭示鞅和顶点揭示鞅；Shamir 与 Spencer 的工作使用
了这一视角 [6]。

4 Bloom过滤器：严格的错误分析

4.1 概率模型与精确条件公式

理想哈希模型中的近似成员查询
设 U 为有限的键空间。固定由 n ≥ 1个不同键组成的集合 S ⊆ U，以及数组长度 m ≥ 2和
整数 k ≥ 1。集合与待查询的非成员均在随机性确定前固定；目标是控制这一次查询的假阳
性概率。

选择相互独立、均匀随机的函数 h1, . . . , hk : U → [m]。

共享数组的Bloom过滤器
将 A[1], . . . , A[m]全部初始化为零。对每个插入的键 y ∈ S，将所有 j ∈ [k]对应的 A[hj(y)]
设为一。查询 x时，当且仅当全部 k个被查位 A[hj(x)]都为一，才回答“是”。

已插入的键不会发生假阴性。在抽取哈希函数之前固定一个非成员 x /∈ S。在这一理想随
机函数模型下，全部 kn个插入位置相互独立且均匀；k个查询位置也相互独立、均匀，并与插
入形成的数组独立。这些性质强于两两独立。
令W = ∑m

a=1 A[a]表示置为 1的比特数，并记

qm =
EW
m

= 1 −
(

1 − 1
m

)kn

. (24)

先固定一个已经生成的数组 A。各查询位置独立，每次命中 1的概率为W/m，所以条件假阳
性概率为 (W/m)k。去掉条件时，只需对可能的数组取平均。占用比特数同为 w的数组具有相
同的条件错误概率，故按 w分组得到

P(假阳性 | A) =

(
W
m

)k

,

pFP =
m

∑
w=0

(w
m

)k
P(W = w) = E

[(
W
m

)k
]

.
(25)

这只是全概率公式所给出的有限加权平均，并未假设各占用比特相互独立。

9
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条件独立不等于无条件独立
这 k个测试共享同一个随机数组。把 E[(W/m)k]替换为 (EW/m)k，就忽略了这一共同随
机性。事实上，对 k ≥ 1，由凸性有 E[(W/m)k] ≥ (EW/m)k。在控制占用比特数的波动
之前，熟悉的 (1 − e−kn/m)k 仅是启发式表达式。

4.2 有限规模的集中界

由第 3.2节的空箱数论证，W 关于每一个插入位置都是 1‑Lipschitz 的，共有 kn个独立插入位
置。对 t > 0，由McDiarmid 不等式的上尾界，

P(W > EW + t) ≤ exp
(
−2t2

kn

)
.

在其补事件上，(W/m)k ≤ min{1, qm + t/m}k；在例外事件上，该量至多为 1。将式 (25) 中的
期望按这两个事件分解，就得到如下有限规模结论。
定理4.1 (Bloom过滤器的假阳性界)。 在上述理想模型下，对固定集合及固定非成员，

qk
m ≤ pFP ≤ min

{
1, qm +

t
m

}k

+ exp
(
−2t2

kn

)
(t > 0). (26)

对任意 0 < η < 1，取 t =
√
(kn/2) ln(1/η)，即可使例外项至多为 η。这给出了不依赖渐

近范围的有限规模误差预算。
例如，取 t =

√
50kn ln(2n)，例外概率至多为 (2n)−100 ≤ n−100，从而

pFP ≤ min

{
1, qm +

√
50kn ln(2n)

m

}k

+ n−100. (27)

这是明确的概率保证，而非独立性近似。式 (26)中的下界说明，用平均占用比例代替随机占用
比例，往往会低估错误概率。

4.3 渐近公式与 k的选择

固定 c > 0和整数 k ≥ 1，取 m = dcne。则 qm → 1 − e−k/c，且√
50kn ln(2n)/m = o(1)。上

下界夹逼给出

pFP = (1 − e−k/c)k + o(1). (28)
若要明确记录误差，有 qm = 1 − e−k/c + O(1/n)，且 u 7→ uk 在 [0, 1]上为 k‑Lipschitz。因此
本论证给出的上界误差为 Oc,k(

√
ln n/n) + n−100。不能在有限 n的不等式中直接删去这个占用

波动项。
为选择哈希函数个数，考虑连续松弛 Fc(k) = (1 − e−k/c)k。令 u = e−k/c ∈ (0, 1)，则

ln Fc(k) = −c ln u ln(1 − u)。乘积 ln u ln(1 − u) 在 u = 1/2 处最大（附录 A 给出微积分验
证），故松弛最优解为

k = c ln 2, Fc(k) = e−c(ln 2)2
= (0.6185 . . .)c. (29)

实际数据结构必须采用整数 k。比较 c ln 2相邻的正整数，选择 Fc(k)较小者；当 c ln 2 < 1时取
k = 1。式 (29) 给出的是连续松弛的最优值，并非对任意整数取整都成立的精确保证。
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保证的适用范围
集合与非成员查询必须独立于随机哈希函数而预先固定。这个证明并未对自适应选择的查
询，或仅两两独立的哈希族建立相同结论。数组占用 m 比特，一次查询需要 k 次哈希求
值；完全随机函数是模型假设，而不是短种子的实现方案。

以上分析只使用了McDiarmid 不等式的结论、占用比特数的单坐标变化界，以及初等条
件化。下面转向这些非线性集中界背后的共同机制。

5 有界差分为何有效：鞅与条件揭示

前面的应用把集中性归结为一个条件：单个独立输入能造成多大的变化？即使统计量是非线性
的，为何这个条件仍然足够？逐一揭示输入，并跟踪最终函数值的条件估计，就能将总变化写
成一系列小增量之和，且每个增量的条件均值为零。这不仅将证明定理 3.1，也会解释在相依
情形下如何继续证明集中性。
独立求和时，指数矩可以直接分解。新的增量未必独立，因此要用逐步条件化替代分解。

先建立完成这一操作所需的平均规则。

5.1 条件期望与已揭示的信息

对可积离散随机变量 Z以及满足 P(E) > 0的事件 E，定义

E[Z | E] = ∑
z

zP(Z = z | E) =
E[Z1E]

P(E)
. (30)

对离散 X，在每个具有正概率的取值上定义 g(x) = E[Z | X = x]，再置 E[Z | X] = g(X)。在
X的支撑集外如何定义 g，都不影响这个随机变量的几乎必然意义。以元组 (X1, . . . , Xi)为条件
时，只是把标签改为向量。
一个人口例子可以区分函数及其随机求值。从有限总体中均匀选一个人，令 Z 为身高，X

为国家标签。则 g(x) 是国家 x 内的平均身高，g(X) 是被抽中者所属国家的平均身高。等价
地，可以按人口比例抽取国家，再返回该国的平均身高。均匀抽取国家通常会给出另一个分
布。
对于有限信息划分 P，E[Z | P ]在每个样本点处取其所在划分块内 Z的平均值。一般记号

写作 E[Z | F ]，其中 F 为相应的 σ‑代数。以下恒等式均在几乎必然意义下成立，并假定涉及
的随机量及乘积可积。

线性性与提出已知因子。 条件期望具有线性性。对常数 a, b及可积的 U, V，

E[aU + bV | X] = aE[U | X] + bE[V | X].

若一旦知道 X就知道 h(X)，则

E[h(X)Z | X] = h(X)E[Z | X]. (31)
验证时，固定条件 X = x。因子 h(X)变成常数 h(x)，可以提出定义条件均值的有限和或绝对
收敛级数。这里不需要 X与 Z独立。特别地，

11
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E[h(X) | X] = h(X), E[X | X] = X.

若 Z与 X独立，其条件分布等于原分布，故 E[Z | X] = EZ。这是独立性的另一种应用，并非
仅由线性性推出。

全期望公式与塔式法则。
命题5.1。 对可积的 Z及离散标签 X, U，

E
[
E[Z | X]

]
= EZ, (32)

E
[
E[Z | X, U] | U

]
= E[Z | U]. (33)

更一般地，若 G ⊆ F，则
E
[
E[Z | F ] | G

]
= E[Z | G ]. (34)

证明. 对全期望公式，按照条件标签求和：

E
[
E[Z | X]

]
= ∑

x
∑

z
zP(Z = z | X = x)P(X = x)

= ∑
z

z ∑
x

P(Z = z, X = x) = EZ.

对塔式法则，在每个具有正概率的事件 U = u内进行同样的计算。按照 X | U = u对更细的条
件均值再取平均，就得到 Z | U = u的均值。用划分解释，就是先在细块内部平均，再对组成
同一粗块的细块求加权平均，每个块的权重是其条件概率。

在上述人口例子中，可以先固定一个性别，再按该群体中各国人口所占比例，对各国在该
群体内的平均身高加权。结果就是给定该性别时的平均身高。这仍是同一加权平均规则，只不
过限制在一个条件总体内。
方向非常重要：外层条件保留的是较粗的信息。若 Fi−1 ⊆ Fi，用旧信息对细化后的估计

E[Z | Fi]再平均，就会返回原来的估计。下面的随机过程正是由这一观察引出的。
把塔式法则与式 (31) 结合，就得到一个常用的迭代期望恒等式：

E
[
E[ f (X)g(X, Y) | X]

]
= E

[
f (X)E[g(X, Y) | X]

]
. (35)

在指数矩论证中，已知因子就是过去部分和的指数，剩下的条件平均只涉及新增量。

5.2 Doob 鞅：逐步细化估计

可以把条件期望理解为信息随时间逐步揭示。滤过 F0 ⊆ F1 ⊆ · · · 记录每个时刻已知的信息。
在本讲的有限情形下，它可看作样本空间上一系列越来越细的划分。若第 i 步掌握的信息已经
确定某变量的值，就称该变量为 Fi‑可测。

设 Z = f (X1, . . . , XN)可积，此处不要求输入独立。令 Fi = σ(X1, . . . , Xi)，其中 F0 为平
凡信息，并定义

Yi = E[Z | Fi], Y0 = EZ, YN = Z. (36)

12
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第 i 个值是在已揭示前缀的条件下，对尚未揭示的坐标取平均，而不是简单地把未知坐标代为
零。初始时尚未观察任何随机性；最后一步时， f 的值已完全确定。
定义5.2 (鞅)。 若可积随机变量序列 Y0, Y1, . . .满足 Yi 为 Fi‑可测，且

E[Yi | Fi−1] = Yi−1 (i ≥ 1), (37)

就称其为关于 (Fi)的鞅。它每一步增量的条件期望为零。将等号换成 ≤得到上鞅，换成 ≥得
到下鞅。

这里，σ(X0, . . . , Xi)表示所列变量确定的全部信息。取 Fi = σ(X0, . . . , Xi)，就得到关于某
个底层随机序列所揭示信息的鞅。取 Fi = σ(Y0, . . . , Yi)，则得到用过程自身历史定义的版本。
这里明确加入可积性，以保证条件期望有定义。
命题5.3 (Doob构造)。 式 (36) 定义的序列是关于 (Fi)的鞅。

证明. 每个 Yi 均由已揭示的前缀确定。由塔式法则 (34)，

E[Yi | Fi−1] = E
[
E[Z | Fi] | Fi−1

]
= E[Z | Fi−1] = Yi−1.

这个证明没有使用独立性。证明第 3节的有界差分定理时，独立性将用于控制每一步细化
估计的条件取值范围。

把非线性统计量写成增量之和。 令 Di = Yi − Yi−1，则

Z − EZ = YN − Y0 =
N

∑
i=1

Di, E[Di | Fi−1] = 0.

第一个等式来自望远镜求和，条件均值为零则来自鞅性质。以空箱数为例，Yi 是看到前 i 个落
点后对最终空箱数的条件估计，而不是当前的空箱数。我们重新得到一个和，但其增量可以相
互依赖。接下来的集中论证将使用条件均值与条件取值范围，而不再要求增量独立。

公平增量与自适应选择。 基本例子是独立公平符号 ε i ∈ {−1, 1}的部分和 Yi = ∑j≤i ε j。由于
ε i 独立于过去且均值为零，E[Yi | ε1, . . . , ε i−1] = Yi−1。更一般地，若有界的下注量 bi 由过去的
信息决定，则 ∑j≤i bjε j 仍为鞅。这就是公平游戏的直观含义：选择可以适应历史，但下一步收
益的条件期望仍为零。

加倍下注并不消除风险
考虑一种每次输钱后将赌注加倍的策略。连续输 r次后首次获胜，净收益为 2r − ∑r−1

j=0 2j =

1；但随着 r 增长，所需赌注没有上界。任意长的连续失败都有正概率。赌本有限时，策
略可能在下一次获胜前就无法继续；这个形式上的净收益计算，并不意味着可以无风险获
利。

公平随机游走也具有 Markov 性，但鞅的定义不要求 Markov 性。鞅条件只约束条件均
值，而不约束下一状态的完整条件分布。

13
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5.3 条件区间形式的Azuma–Hoeffding 不等式

即使条件均值为零，条件取值区间也未必以零为中点。Hoeffding 引理保留的信息是这个区间
的宽度。
定理 5.4 (Azuma–Hoeffding 不等式：条件区间形式)。 设 (Yi)

N
i=0 为关于 (Fi) 的鞅，记 Di =

Yi − Yi−1。假设存在 Fi−1‑可测的端点 ai, bi 以及确定的常数 wi ≥ 0，使得几乎必然有

ai ≤ Di ≤ bi, bi − ai ≤ wi.

记W = ∑N
i=1 w2

i。若W > 0，则对任意 t > 0，

P(YN − Y0 ≥ t) ≤ e−2t2/W ,

P(YN − Y0 ≤ −t) ≤ e−2t2/W ,

P(|YN − Y0| ≥ t) ≤ 2e−2t2/W .

(38)

若W = 0，则每个增量几乎必然为零。

证明. 由鞅性质，E[Di | Fi−1] = 0。给定过去信息后，区间端点已经确定。对条件分布应用
Hoeffding 引理，对任意实数 λ得到

E[eλDi | Fi−1] ≤ exp(λ2w2
i /8). (39)

端点可以依赖于过去，但宽度上界 wi 是确定的。
令 Si = ∑i

j=1 Dj = Yi − Y0，并置 S0 = 0。增量不必独立，因此不能将无条件边缘矩母函数
直接相乘。正确做法是利用 Si−1 在第 i − 1步已经确定这一事实，由塔式法则和提出已知因子
的规则得到

EeλSi = E
[
E[eλSi−1 eλDi | Fi−1]

]
= E

[
eλSi−1E[eλDi | Fi−1]

]
≤ eλ2w2

i /8EeλSi−1 . (40)

从 i = N递推到 1，得到

Eeλ(YN−Y0) ≤ exp

(
λ2

8

N

∑
i=1

w2
i

)
= eλ2W/8.

对 λ > 0，指数Markov 不等式将上尾概率界为 exp(−λt + λ2W/8)。最优参数为 λ = 4t/W，
给出 e−2t2/W。对取负后的过程使用同一论证可得下尾界，最后将两侧概率相加。若W = 0，每
个条件区间宽度均为零；再由条件均值为零，每个增量都只能为零。

统一的条件指数矩论证
更一般地，若对确定的 vi ≥ 0及任意实数 λ，有 E[eλDi | Fi−1] ≤ eλ2vi/2，同一迭代就说明
∑i Di 为方差因子 ∑i vi 的次高斯变量。当总因子为正时，其单侧尾界为 e−t2/(2 ∑i vi)。条件
区间定理使用的是 vi = w2

i /4。

14
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5.4 有界增量的 Azuma 不等式

推论5.5 (Azuma不等式)。 设 (Yi)
N
i=0 为鞅，且对确定的 ci ≥ 0及 i ≥ 1，有 |Yi − Yi−1| ≤ ci 几

乎必然成立。记 C = ∑i c2
i > 0，则对任意 t > 0，

P(YN − Y0 ≥ t) ≤ e−t2/(2C), P(YN − Y0 ≤ −t) ≤ e−t2/(2C), (41)
P(|YN − Y0| ≥ t) ≤ 2e−t2/(2C). (42)

证明. 给定过去信息后，Di = Yi − Yi−1 位于区间 [−ci, ci]，其宽度为 2ci。在定理 5.4中取
wi = 2ci 即可。从指数矩看，此时的条件估计是

E[eλDi | Fi−1] ≤ eλ2c2
i /2. (43)

所以方差因子是 ∑i c2
i，而不是 ∑i c2

i /4。

绝对增量界与条件区间宽度界是不同的假设。保留实际条件宽度，可使指数改善四倍；理
解这一区别是正确推导McDiarmid 不等式的关键。

5.5 McDiarmid 不等式的证明

现在完成第 3.1节暂缓的证明。只剩下一个关键步骤：将改变单个输入时的函数变化界，转化
为单个Doob 增量的条件区间宽度界。若仅用 |Di| ≤ ci 代入通常的 Azuma 不等式，指数会损
失四倍；条件区间形式则保留了所需信息。

定理 3.1的证明. 构造Doob鞅 Mi = E[ f (X) | X1, . . . , Xi]，其中 M0 = E f (X)、MN = f (X)。
只需控制增量 Di = Mi − Mi−1 的条件取值区间。
固定已经揭示的前缀 x<i = (x1, . . . , xi−1)。对坐标 i的可能取值 a，令

gi(a) = E[ f (x<i, a, X>i)], X>i = (Xi+1, . . . , XN).

独立性保证：无论 a取何值，这个平均都使用同一个未来分布。对任意 a, b ∈ Ωi，

|gi(a)− gi(b)| ≤ E
[
| f (x<i, a, X>i)− f (x<i, b, X>i)|

]
≤ ci.

因此，gi 的可能取值位于宽度至多为 ci 的区间内。给定前缀后，Mi = gi(Xi)，而 Mi−1 是它的
条件均值。减去均值只平移区间，不改变其宽度。所以 Doob 增量的条件均值为零，条件取值
区间宽度至多为 ci；等价地，条件Hoeffding 引理给出

E[eλDi | X1, . . . , Xi−1] ≤ eλ2c2
i /8. (44)

在定理 5.4中取 wi = ci，即得两个单侧界及其并合。若 C = 0，逐一改变坐标便知 f 为常
数。

证明揭示了什么
对同一个独立未来取平均，保留了单坐标变化界；减去条件均值，不会扩大所得区间。再
由条件Hoeffding 引理及反复条件化，各区间宽度的平方得以相加。这就证明了前面的各
项有界差分应用，而无须假设其表面的求和项相互独立。
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5.6 从独立到相依：平均有界差分

设 Z = f (X1, . . . , XN)可积，输入坐标可以相依。若确定的 ci ≥ 0满足：几乎必然有

|E[ f (X) | X1, . . . , Xi]− E[ f (X) | X1, . . . , Xi−1]| ≤ ci, (45)

就可以将Doob 构造与 Azuma 不等式结合。记 C = ∑i c2
i > 0，得到

P
(
| f (X)− E f (X)| ≥ t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2C

)
. (46)

这称为平均有界差分方法。“平均”指每个差分内部的条件平均；对差分的上界必须几乎必然
成立，而不是只在再取期望后成立。单侧尾概率的上界为 e−t2/(2C)。
输入相依时，仅有逐坐标的 Lipschitz 性质，并不能推出式 (45)。揭示一个坐标可能改

变全部未揭示坐标的条件分布。例如，令 X1 = · · · = XN = B，其中 B 为公平比特， f (x) =

∑i xi。改变 f 的一个坐标至多使其改变 1，但揭示 X1 就会使条件估计从 N/2变成 0或 N。第
一个Doob 增量的绝对值为 N/2。

重新理解边揭示与顶点揭示。 对顶点集为 [n]的随机图 G及可积统计量 f (G)，将所有可能边
编号，其指示变量记为 I1, . . . , Im，其中 m = (n

2)。边揭示鞅为

Yj = E[ f (G) | I1, . . . , Ij], 0 ≤ j ≤ m.

也可以用 G[i] 表示 [i] 上的诱导子图。由于这些诱导子图相互嵌套，揭示的信息逐步增
加，E[ f (G) | G[i]]（0 ≤ i ≤ n）就是顶点揭示鞅。取 G[0] 为空图，初始值为 E f (G)。这
两种构造都不要求边相互独立。
在 G(n, p)中，第 3.4节的独立块 Bi 满足：前 i个块恰好揭示 G[i]。因此，前面的图染色论

证控制的正是顶点揭示增量的条件区间宽度。换一种随机图分布后，Doob 序列仍然是鞅，但
必须针对该分布重新建立增量界或条件区间界，不能直接沿用独立块的证明。

6 泊松化与占用阈值

6.1 将总数随机化以获得独立性

最大负载的上界只需要固定箱子的尾界与一次并合。下界问的是另一个问题：所有箱子的负载
都很小，是否不太可能？若能把各箱子的概率相乘，论证会很方便；但恒等式 ∑i Xi = m妨碍
了独立性。
泊松化改变实验本身：不再固定投球次数，而是先选择一个适当的随机总数，再独立、均

匀地投入这么多个球。此时各箱子的负载变为独立的泊松变量。将其总数条件化为 m，便精确
还原原始联合分布。关键是判断：去掉这一条件后，所关心事件的概率会改变多少。

6.2 泊松变量与精确条件恒等式

泊松随机变量 Z ∼ Pois(µ)（µ > 0）的概率质量函数为

P(Z = j) = e−µ µj

j!
, j = 0, 1, 2, . . . .
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直接求和，对任意实数 λ都得到精确矩母函数

EeλZ = e−µ ∑
j≥0

(µeλ)j

j!
= exp

(
µ(eλ − 1)

)
. (47)

这恰好是分析 Bernoulli 试验之和时使用的矩母函数上界。在零点求导得到 EZ = µ、Var Z =

µ。独立泊松变量的矩母函数相乘，还说明其和仍服从泊松分布，参数为各均值之和。
命题6.1 (泊松尾界)。 对实数阈值 a > 0，

P(Z ≥ a) ≤ e−µ
( eµ

a

)a
, a > µ, (48)

P(Z ≤ a) ≤ e−µ
( eµ

a

)a
, 0 < a < µ. (49)

证明. 把式 (47) 代入指数 Markov 不等式，最小化 µ(eλ − 1)− λa。驻点为 λ = ln(a/µ)：上
尾时为正，下尾时为负。当 a = 0时，下尾概率恰为 e−µ。

与式 (5) 相同的简化给出：对 0 < t ≤ µ，

P(Z ≥ µ + t) ≤ e−t2/(3µ), P(Z ≤ µ − t) ≤ e−t2/(2µ). (50)

条件化后的联合分布。 令 X = (X1, . . . , Xn)为恰好 m次均匀投球的负载向量。以下定理将它
与独立泊松负载精确联系起来。
定理6.2 (精确泊松条件化)。 对任意 λ > 0，设 Y1, . . . , Yn 为独立的 Pois(λ)变量，S = ∑i Yi，
则

(X1, . . . , Xn)
d
= (Y1, . . . , Yn | S = m). (51)

证明. 对和为 m的非负整数 x1, . . . , xn，负载向量的多项分布概率为

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
m!

x1! · · · xn!
n−m.

由于 S ∼ Pois(nλ)，对应的泊松条件概率为

∏n
i=1(e

−λλxi /xi!)
e−nλ(nλ)m/m!

=
m!

x1! · · · xn!nm .

两个分布在总和不为 m的向量上概率都为零。因此相等的是整个联合分布，而不只是各边缘分
布。

等价的构造是先抽取 S ∼ Pois(m)，再独立、均匀地投入 S个球。其无条件负载为独立的
Pois(m/n)变量；给定 S = m后，就还原为原始实验。
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6.3 一般的去泊松化比较界

定理 6.3 (损失因子为 e
√

m的比较界)。 设 m ≥ 1，X 为 m 个球投入 n 个箱子的负载向量，Yi

为独立的 Pois(m/n)变量。对任意非负函数 f，

E f (X) ≤ e
√

m E f (Y). (52)

特别地，泊松化模型中概率为 q的事件，在固定总数模型中的概率至多为 e
√

m q。

证明. 利用非负性，只保留总数为 m的一项：

E f (Y) = ∑
s≥0

E[ f (Y) | S = s]P(S = s) ≥ E f (X)P(S = m).

由附录A的阶乘估计 m! ≤ e
√

m(m/e)m，

P(S = m) = e−m mm

m!
≥ 1

e
√

m
.

整理即得结论。令 f 为事件指示函数，便得到概率版本。

这个定理给出的是单侧比较，而非断言所有事件概率都渐近相等。当坏事件在泊松化模型
中已经极不可能时，它尤其有效。对于非平凡的常数概率极限，需要更精细的论证；后面将对
优惠券收集给出这样的证明。

6.4 最大负载下界

取 m = n，则泊松化后的各负载为独立的 Pois(1)变量。对整数 L ≥ 1，

P

(
max

i
Yi < L

)
= P(Y1 < L)n

≤
(
1 − P(Y1 = L)

)n
=

(
1 − 1

eL!

)n

≤ exp
(
− n

eL!

)
. (53)

独立性使“全部箱子的负载都小”变得易于分析。取 L = bln n/ ln ln nc。为估计阶乘项，记
A = ln n、B = ln ln n、D = ln ln ln n。对充分大的 n，L ≤ A/B且 ln L ≤ B − D。仅用初等界
L! ≤ LL 即可得到

ln
n

eL!
≥ A − 1 − L ln L ≥ AD

B
− 1.

由于 (AD/B)/B → ∞，对充分大的 n 有 n/(eL!) ≥ 3 ln n。因此式 (53) 至多为 n−3。应用定
理 6.3 得到

P

(
max

i
Xi < L

)
≤ e

√
n n−3 ≤ 1

n
.

定理6.4 (典型最大负载)。 将 n个球独立、均匀投入 n个箱子时，

max
i

Xi = Θ
(

ln n
ln ln n

)
以概率 1 − O(1/n). (54)
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下界来自刚刚证明的泊松化论证，上界来自定理 2.2。另一个直接推论是：当 m ≥ n ln n
时，确定性不等式maxi Xi ≥ m/n与上界结合，给出以高概率成立的 Θ(m/n)。

6.5 优惠券收集：期望、尾界与极限分布

期望与初等上尾界。 不断投入新球，令 T 为所有 n个箱子首次都非空的时刻。等价地，每次
购买独立、均匀地获得 n种优惠券中的一种，T是集齐所有种类所需的购买次数。令 Ti 表示已
有 i − 1个非空箱子后，到首次命中新箱子为止的投球次数，包含最后一次成功。
命题6.5。 收集优惠券所需时间满足

T =
n

∑
i=1

Ti, Ti ∼ Geom
(

n − i + 1
n

)
, ET = nHn = n ln n + O(n), (55)

其中 Hn = ∑n
i=1 1/i，几何分布计数直到首次成功为止的试验次数。

证明. 当恰有 i − 1个非空箱子时，每次新投球命中新箱子的概率为 pi = (n − i + 1)/n，平均
等待时间为 1/pi（见附录 A）。对期望求和可得 ET = ∑i n/(n − i + 1) = nHn。用 1/x 的积
分比较即可得到 ln n ≤ Hn ≤ 1 + ln n。期望的线性性本身不需要各等待时间独立。

期望并不能保证某一次运行会在该时刻附近结束。下面的上尾界有一个初等证明，无须分
析等待时间之和。
命题6.6 (优惠券收集时间的上尾)。 对任意整数 m ≥ 0及 n ≥ 2，

P(T > m) ≤ n
(

1 − 1
n

)m

≤ ne−m/n. (56)

因此，对 c > 0有 P(T > dn ln n + cne) ≤ e−c。

证明. 固定箱子在 m次投球中始终未被命中的概率为 (1 − 1/n)m。事件 T > m等价于至少有一
个箱子始终为空。对 n个箱子使用并合界，再利用 1 − x ≤ e−x 即可。

事件 T > m 恰好表示“投完 m 个球后尚未覆盖全部箱子”。期望给出平均完成时间，上
尾界给出高置信度的停止时间保证；两者本身都不能确定 n ln n附近 O(n)窗口内的波动分布。

精确波动窗口。 固定 c ∈ R，令 m = bn ln n + cnc，并取充分大的 n使 m > 0。对于独立变
量 Yi ∼ Pois(m/n)，全部箱子非空的概率恰为

P(Yi > 0 ∀i) =
(

1 − e−m/n
)n

=

(
1 − e−c+o(1)

n

)n

−→ e−e−c
. (57)

这只是泊松化模型的计算。为将极限转移到恰好 m个球，令 qn(s)表示 s次均匀投球覆盖全部
n个箱子的概率。用同一条无限投球序列耦合全部实验，可知 qn(s)关于整数 s单调不减。精确
条件化给出

P(Yi > 0 ∀i) = E[qn(S)], S = ∑
i

Yi ∼ Pois(m). (58)
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取整数窗口半径 a = d
√

2m ln me。由于 m ∼ n ln n，故 a = o(n)，且对充分大的 n有 a < m。
由式 (50)，

ηn := P(|S − m| > a) ≤ e−a2/(3m) + e−a2/(2m) ≤ m−2/3 + m−1 = o(1). (59)
引理6.7 (覆盖概率随投球次数缓慢变化)。 对整数 s, r ≥ 0，

0 ≤ qn(s + r)− qn(s) ≤ r/n. (60)

证明. 用相同的前 s 次投球耦合两个实验。若此时已经覆盖全部箱子，两者的覆盖指示变量相
同。否则，选定一个特定空箱，例如编号最小的空箱。给定前 s次投球后，它就是一个固定箱
子。若接下来 r 次投球使覆盖变得完整，这个特定箱子必定被命中。由并合界，该条件概率至
多为 r/n。再取平均即可。

选定一个特定空箱至关重要。当空箱很多时，新球命中“某个空箱”的概率未必至多为
r/n；但完成全部覆盖一定要求命中我们选定的那个箱子。
在 |S − m| ≤ a 上，单调性使 qn(S) 与 qn(m) 都位于 qn(m − a) 和 qn(m + a) 之间。由引

理 6.7，该区间宽度至多为 2a/n。窗口外，两者都在 [0, 1]中。因此

∣∣Eqn(S)− qn(m)
∣∣ ≤ 2a

n
+ ηn = o(1). (61)

结合式 (57)–(61)，得到所需极限。
定理6.8 (优惠券收集的极限分布)。 对任意固定实数 c，

lim
n→∞

P

(
T − n ln n

n
≤ c
)
= e−e−c

. (62)

波动窗口位于 n ln n附近，宽度量级为 n。其上尾形式为 1 − e−e−c。由引理 6.7，在阈值处
切换严格与非严格不等式，覆盖概率至多改变 1/n，不影响极限。

泊松化的两种不同用途
对最大负载，独立性使坏事件概率极小，损失 e

√
m的一般比较界仍能保留结论。对优惠券

收集的极限，则必须精确保留常数量级的概率；总数集中、单调性及缓慢变化的耦合共同
保证，去掉条件只产生 o(1)误差。
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7 如何选择集中性论证

选择集中不等式，首先要看随机量的表示方式，而不是定理的名称。下表总结本讲已经建立的
几类论证。
随机结构 需要控制的量 方法

独立指示变量之和 总均值与完整的乘性指数；相对偏差很大时，不
宜过早简化指数。

Chernoff（第 2节）

独立有界变量之和 取值区间宽度的平方和。 Hoeffding
（第 2.4节）

独立随机选择的函数 每个坐标改变时的影响；必要时将输入组织成合
适的独立块。

McDiarmid
（第 3节）

条件均值为零的增量 条件取值区间的宽度，或增量绝对值的上界。 鞅集中（第 5节）
总数固定的负载 独立泊松负载，以及转回固定总数模型时所需的

比较误差。
泊松化（第 6节）

使偏差尺度与问题相匹配。 加性窗口未必相对于均值很小。对于罕见模式或期望空箱数很小
的情形，有效的有界差分估计仍可能过于粗糙。另一方面，围绕 Eχ(G) 或 E‖∑i ε iui‖ 的集中
界，并不一定确定该期望的位置。控制波动与估计中心是两个不同任务。

分别核算每一项误差。 单侧尾界没有额外的因子 2；双侧结论需要把两侧概率相加。同时控
制多个对象时，还需要对这些对象使用并合界。在 Bloom 过滤器中，占用波动与例外概率是
不同的误差项。在去泊松化中，精确的条件分布恒等式本身，并不能说明条件概率可以直接换
成无条件概率。

共同的证明步骤
确定坏事件，选择适当的随机性表示，再控制指数矩或独立乘积。转回原始统计量时，保
留每个结论的假设和常数。最有效的改进常常是更好的随机表示，而不是更一般的不等
式。

8 习题

以下习题按照正文的讲解顺序组织：先应用集中界，再检验其鞅证明及概率假设。

独立求和与成功概率放大

1. 调整最大负载的失败概率。当 m = n且 α > 0固定时，证明任意固定 K > α + 1都满足：
对充分大的 n，P(M ≥ dK ln n/ ln ln ne) ≤ n−α。说明 α + 1中额外的 1从何而来。
提示：对 n(e/L)L 取对数。

2. 多数表决与中位数是不同的估计器。某算法正确的概率至少为 2/3。按本讲的界，将错误
概率降至 10−6 需要多少次独立运行？构造一组数值输出，说明即使严格多数位于目标区间
内，其算术平均仍可能不在区间内。
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提示：取 p = 1/6，使用奇数次重复，并允许一个任意大的离群值。

有界差分与 Bloom过滤器

3. 模式匹配的精确坐标预算。对每个位置 i，计算包含它的长度为 k的窗口数 ri。用 ∑i r2
i 替

换式 (20) 中的分母预算 nk2。讨论为何在模式极罕见时，这个改进后的加性估计仍可能很
弱。
提示：窗口起点属于 [1, n − k + 1] ∩ [i − k + 1, i]。

4. 边坐标与顶点块。以每条边为一个坐标应用McDiarmid 不等式，再把所得色数波动尺度
与顶点分块界 (23) 比较。验证：两图若仅在与某个顶点相接的边上不同，其色数之差至多
为一。
提示：比较染色前，先在两图中都删除该顶点。

5. 有限规模的 Bloom过滤器计算。取 m = 10n、k = 7。写出式 (27) 的有限规模上界，不把
(1 − 1/m)kn 替换为指数。分别指出占用波动、指数近似误差及例外概率。
提示：前两种误差不同，只有最后一种是 n−100。

鞅与有界差分的证明

6. 条件取值区间的宽度。 在定理 5.4中，解释为何区间端点可以依赖于过去，却必须在下
一增量发生前已知。对 B ∼ Bernoulli(p)（0 < p < 1），计算 B − p 的精确取值范围，
将其宽度与最大绝对值的两倍比较。利用区间宽度界，为独立有界变量之和重新推导
Hoeffding 指数。

7. 为什么不能省略独立性。令 B为公平比特，X1 = · · · = Xn = B。函数 f (x) = ∑i xi 关于
每个坐标都是 1‑Lipschitz 的。计算第一个非平凡 Doob 增量，以及 P(| f (X)− E f (X)| ≥
n/2)。准确指出独立输入证明中的哪一步失效。
提示：揭示一个坐标就揭示了全部坐标。

泊松化与占用阈值

8. 高置信度的收集时间。给定 0 < δ < 1，求一个明确的整数投球次数，使全部覆盖的概率至
少为 1 − δ。将其量级与 ET 比较，并解释为何这个单侧保证不能确定 (T − n ln n)/n的极
限分布。
提示：求解 ne−m/n ≤ δ，并使用正确的事件 T > m。

9. 常数稍弱但更简单的负载下界。取 L = bln n/(2 ln ln n)c，利用 L! ≤ LL证明：对充分大的
n，泊松化模型中所有负载均小于 L的概率至多为 exp(−

√
n/e)。再把这一结论转移到固定

总数实验。

10. 去泊松化究竟需要什么。证明：只要整数窗口 an = o(n)满足 P(|S − m| > an) = o(1)，就
足以推出优惠券收集的极限。解释为何一般的 e

√
m比较界不能单独恢复该极限，以及为什

么缓慢变化的证明中不能把“一个特定空箱”替换为“任意一个空箱”。

22



高级算法・第四讲 测度集中

A 初等概率与分析估计

本附录补全正文论证中使用的初等估计。

A.1 几何等待时间与阶乘不等式

若 G 统计成功概率为 p > 0 的独立 Bernoulli 试验直到首次成功所需的次数，则对 r ≥
1，P(G ≥ r) = (1 − p)r−1。由恒等式 G = ∑r≥1 1{G ≥ r}，对非负项逐项取期望，得到

EG = ∑
r≥1

P(G ≥ r) = ∑
r≥1

(1 − p)r−1 = 1/p.

对任意整数 r ≥ 1，本讲需要的阶乘估计为

(r/e)r ≤ r! ≤ e
√

r (r/e)r. (63)
对下界，由 ln x的单调性，ln r! ≥

∫ r
1 ln x dx = r ln r − r + 1 ≥ r ln r − r。对上界，由 ln x的凹

性，其图像不低于各区间上的弦，故

∫ r

1
ln x dx ≥

r−1

∑
j=1

ln j + ln(j + 1)
2

= ln r! − 1
2 ln r.

整理并取指数即可。这些初等不等式已足以证明损失 e
√

m 的比较界，不需要完整的 Stirling
渐近公式。另外，r! ≤ rr 常常是更简便的上界。

A.2 简化 Chernoff 指数

定义 h+(δ) = (1 + δ) ln(1 + δ)− δ及 h−(δ) = δ + (1 − δ) ln(1 − δ)。精确的上尾与下尾界分别
为 e−µh+(δ) 和 e−µh−(δ)。
对 x ≥ 0，有 ln(1 + x) ≥ 2x/(2 + x)：两者之差在零点为零，导数为 x2/((1 + x)(2 +

x)2) ≥ 0。特别地，对 0 ≤ x ≤ 1，ln(1 + x) ≥ 2x/3。由 h+(0) = 0及 h′+(x) = ln(1 + x)，

h+(δ) ≥
∫ δ

0

2x
3

dx =
δ2

3
(0 ≤ δ ≤ 1).

同理，对 0 ≤ x < 1，h′−(x) = − ln(1 − x) ≥ x，所以

h−(δ) ≥
∫ δ

0
x dx =

δ2

2
(0 ≤ δ < 1).

这就是 Bernoulli 与泊松小偏差界中共同使用的不等式。端点 δ = 1可用连续性或直接计算零
次成功的概率处理。

A.3 Bloom过滤器松弛最优值的一元计算

为补全第 4节的优化，令 R(u) = ln u ln(1 − u)，其中 0 < u < 1。有

R′(u) =
(1 − u) ln(1 − u)− u ln u

u(1 − u)
.
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分子记为 H(u)，则 H(0+) = H(1/2) = 0，且在 (0, 1/2)上 H′′(u) = (2u − 1)/(u(1 − u)) <
0。它严格凹，因此在两个零端点之间为正。故 R 在 1/2 之前递增；由对称性 R(u) = R(1 −
u)，之后递减。其唯一最大值为 (ln 2)2。再由 ln Fc(k) = −cR(e−k/c)，松弛最优参数为 k =

c ln 2。

B 负相依性与指数矩界

独立求和的证明使用指数矩的乘积法则。其实等式并非必需：只要联合指数矩不超过边缘指数
矩的乘积，就足以完成论证。负相依性正是保证这一不等式的一种联合条件。
定义 B.1 (负相依性)。 若变量族 (Xi)i∈I 对任意不相交子集 A, B ⊆ I 以及期望存在的逐坐标单
调不减函数 f , g都满足

E[ f (XA)g(XB)] ≤ E f (XA)Eg(XB), (64)
则称其为负相依的。这约束的是不同坐标组上单调函数的乘积期望。

对负相依变量族，只要所需指数矩有限，就有

E
N

∏
i=1

eλXi ≤
N

∏
i=1

EeλXi (λ ∈ R). (65)

当两个函数都单调不增时，也有相同的协方差不等式：对 − f 与 −g应用定义即可。若 fi

为单坐标上的非负函数，且都单调不减，则任一前缀组的乘积仍单调不减。对因子数归纳可得

E ∏
i

fi(Xi) ≤ ∏
i

E fi(Xi).

当所有因子都单调不增时，同样可以归纳。取 fi(x) = eλx 即证式 (65)：λ > 0 时各因子都递
增，λ < 0时各因子都递减。对无界因子，先使用非负截断，再取极限。
一个补充检验可以区分负相依性与两两独立：从四个比特向量 001, 010, 100, 111中均匀选

择。每对坐标都独立，且每个比特公平，但 P(X1 = X2 = X3 = 1) = 1/4 > 1/8 = ∏i P(Xi =

1)。因此仅有两两独立时，连三个单坐标递增函数的乘积都未必满足乘积不等式。

独立求和集中界的推广。 在第 2节的各项证明中，用式 (65) 替换独立乘积等式即可。因此，
乘性 Chernoff 界适用于负相依的 Bernoulli 变量；Hoeffding 不等式适用于负相依的有界变
量，仍使用相同的区间宽度；方差因子分别为 νi 的中心化负相依次高斯变量之和，具有方差因
子 ∑i νi。逐坐标中心化保留负相依性，因为平移自变量不改变单调性。
这些推广针对求和及其乘积不等式，并不取消McDiarmid 定理的独立坐标假设。仅有两

两协方差非正，或仅有两两独立，都不能建立联合乘积不等式。若没有为实际使用的变量族证
明负相依性，算法应用中的独立性假设仍不可省略。
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文献说明

Hoeffding [1]研究有界随机变量之和的指数尾界；McDiarmid [2]系统介绍独立输入函数的有
界差分方法；Azuma [3]研究有界鞅差分的集中性。条件取值区间的论证说明，这些不等式可
以放在同一个指数矩框架下理解。
Bloom [4]提出了近似成员查询的数据结构。Bose 等 [5]分析其有限规模的假阳性概率，

以及条件独立与无条件独立之间的区别。Shamir 与 Spencer [6]用鞅方法研究随机图色数的集
中性。
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