
高级算法 2026年秋季

从图割看高级算法
随机化、近似与谱松弛

一个问题框架，三条算法主线
本课程由三位教师共同讲授，分别负责随机算法与随机化技术、组合优化的近似算法、谱
算法与谱图论三个部分。第一讲选择“图中的割”作为共同入口：全局最小割展示随机收
缩、存活概率与概率放大；最大割展示近似保证与去随机化；图的电导率则引出谱松弛、
特征向量与扫描舍入。三个问题使用同一套图论语言，却需要截然不同的算法眼光，也由
此勾勒出整门课程的三条主线。

高级算法课程教学团队
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学习目标与阅读路径

本讲并非简单罗列三类算法，而是借助同一个基本对象，考察优化目标、松弛方式与证明语言
如何随问题而改变。完成本讲后，读者应当能够：
1. 说明为何同样是寻找一个图割，最小化、最大化和寻求低电导率会导向三种不同的算法范
式；

2. 独立复述Karger 随机收缩算法中“固定最小割存活”的概率分析，并用独立重复把常数或
逆多项式成功率放大到高概率；

3. 从均匀随机割推出最大割的 1/2‑近似，再用条件期望法将这一算法去随机化；
4. 沿着“Rayleigh 商松弛—第二特征向量—扫描舍入”的链条，解释谱划分如何把连续解转
化为具有电导率保证的离散割。

怎样阅读本讲
若目的是先把握课程主线，建议依次阅读第 1 节、 第 2 节 中 Karger 算法及其基本概率
放大、第 3 节 直至条件期望法（含），以及第 4 节 直至 Cheeger 不等式及其 扫描证明
（含）。这条路径已经覆盖三部分课程各自最具代表性的基本图景。
希望进一步掌握技术细节的读者，可以继续学习 Karger–Stein 算法的递归分析、基于两
两独立性的种子枚举，以及谱坐标的应用。这些内容仍放在各自的算法部分， 以保持问
题、算法和分析之间的完整联系。附录只整理正文所需的概率论与线性代数工具，既可在
遇到技术障碍时查阅，也可作为课前复习材料。

除非另有说明，全文中的图均为有限无向图，且 n ≥ 2。随机收缩过程中保留平行边的重
数，并随时删除自环；边默认具有单位权重，带权结论会另行声明。涉及运行时间时，正文会
明确指出图的表示方式以及所采用的基本操作成本，避免把概率分析与实现模型混为一谈。
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1 以图割为共同线索

图割的定义十分简单，却为比较三类算法思想提供了天然的共同语言。同一个边界，既可以成
为最小化或最大化的对象，也可以先进入连续松弛，再由谱方法恢复离散解。由此引出本课程
的三个板块：随机算法、组合优化近似算法、谱算法与谱图论。它们并非彼此割裂：随机割连
接了随机化与近似，而“松弛—舍入”又连接了近似算法与谱方法。
设 G = (V, E)是一个无向无自环多重图，顶点数为 n = |V|，边副本数为 m = |E|。对互

不相交的顶点集 S, T ⊆ V，记

E(S, T) = {uv ∈ E : u ∈ S, v ∈ T}.

若 ∅ 6= S ⊊ V，令 S̄ = V \ S，并记 δ(S) = E(S, S̄)。无序二划分 {S, S̄}称为一个割，其大小为
|δ(S)|。注意，S与 S̄描述的是同一个割。

S S̄

跨割边 δ(S)

图 1: 一个割就是顶点集的二划分；割的大小由横跨两侧的边数决定。不同优化目标以不同方式衡量同一
条边界。

本讲考察以下三个目标：

λ(G) = min
∅ 6=S⊊V

|δ(S)| （全局最小割）,

OPTMC(G) = max
S⊆V

|δ(S)| （最大割）,

h(G) = min
0<|S|≤n/2

|δ(S)|
|S| （边扩展率）.

若 G是 d‑正则图，它的电导率（conductance）为

ϕ(G) =
h(G)

d
= min

∅ 6=S⊊V

|δ(S)|
d min{|S|, |S̄|}

.

对于非正则图，分母中的顶点数应改为体积 vol(S) = ∑v∈S deg(v)；详见第 4.4 节。

问题 优化目标 对应课程板块与算法视角
全局最小割 minS |δ(S)| 第一部分：精确随机算法；固定最小割的存活概率
最大割 maxS |δ(S)| 第二部分：NP‑困难组合优化问题的近似与去随机

化
电导率 minS ϕ(S) 第三部分：谱松弛与有保证的扫描舍入

表 1: 同一个“割”原语，分别预演由三位教师主讲的三个课程板块。
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第一部分

随机算法与随机化技术
2 随机收缩与全局最小割

第一个例子要求得到精确最优解，却采用一个不断改变图结构的随机过程。分析围绕两种反复
出现的思路展开：先固定一个最小割，估计它在自适应随机过程中存活至终点的概率；再通过
独立重复放大成功概率（amplification）。所需的概率链式法则与重复试验界见附录A。
若 G 不连通，则 λ(G) = 0，任取一个连通分量便得到最小割；一次图搜索即可先处理这

种情形。因此下文假设 G 连通。Karger 算法的出发点看似反常：不断收缩边，在逐步丢失原
图信息的同时，设法保住某个固定的最小割。

2.1 边收缩与存活不变量

收缩边（contraction）e = uv，是把 u, v合并成一个超顶点，将原来与二者相接的边全部重新
接到该超顶点上，保留平行边，并删除由 u, v之间的边产生的自环。每个超顶点始终代表一组
被合并到一起的原图顶点。

u

v

e

{u, v}

保留平行边；删除新产生的自环

图 2: 收缩 uv会合并它的两个端点。只要把超顶点记录为原顶点的集合，收缩图中的任意割都能自然提
升回原图。

引理2.1 (收缩下的割)。 设 G/e是收缩 e = uv后得到的图。
(i) G/e 中的每个割都可提升为 G 中一个把 u, v 放在同侧的割，而且跨割边的副本完全相
同。

(ii) 割 C = δG(S)在 G/e中仍然存在，当且仅当 e /∈ C。
(iii) 若 C是 G的最小割且 e /∈ C，则它在 G/e中仍是最小割。

证明. G/e的每个顶点都是一块原图顶点。把一个割同侧的各块展开，就得到 G中的一个割；
收缩既不改变不同块之间的边副本，也不改变其中哪些边跨越这个割，故 (i) 成立。收缩后 e的
两个端点同属一块，所以恰在 C不分开二者、即 e /∈ C时，C才能由收缩图中的割表示，这证
明了 (ii)。最后，若 G/e存在比 C更小的割，则由 (i) 将其提升回 G，便得到 G中一个比 C更
小的割，与 C的最优性矛盾，故 (iii) 成立。
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RandomContraction(G)：Karger 随机收缩算法（1993）
1. 当图中还剩两个以上超顶点时，从当前边的多重集合中等概率选择一个边副本并收缩
它。

2. 最后两个超顶点之间的所有平行边给出一个割；将其提升回原图并输出。

算法无论如何都会输出原图的一个割；随机性只影响这个割是否最优。下面证明，一个固
定的最小割有不可忽略的概率存活到最后。

每一步使用新随机性，并不意味着各步选择相互独立
Karger 算法在每一步都使用新的随机比特，从当前边的多重集合中均匀选择一条边。但各
步选中的边并非相互独立：此前的选择决定了当前图。因而分析时必须使用条件概率的链
式法则，不能把各步的无条件概率直接相乘。

2.2 固定最小割的存活概率

固定一个最小割 C，并记 λ = |C| = λ(G)。假设 C已经存活到当前图只剩 r个超顶点的时刻。
由引理 2.1，此时 C仍是当前图的最小割。
引理 2.2 (最小割存活时的边数下界)。 若一个 r 顶点多重图的最小割值为 λ > 0，则它至少有
rλ/2个边副本。

证明. 每个顶点的度都至少为 λ，因为孤立该顶点的割，其大小恰为该顶点的度。由握手定
理， 2m = ∑v deg(v) ≥ rλ。

于是，在剩余 r 个超顶点时，当前边副本中属于 C 的比例至多为 λ/(rλ/2) = 2/r。换言
之，下一次收缩避开 C的条件概率至少为 1 − 2/r。
定理 2.3 (Karger 的固定割保证)。 在任意连通的 n 顶点无自环多重图上，RandomContrac‑
tion 输出任意指定最小割 C的概率至少为

n

∏
r=3

(
1 − 2

r

)
=

2
n(n − 1)

=

(
n
2

)−1

.

因此，算法输出某个最小割的概率也至少为该值。

证明. 令 Ar 表示“剩余 r个超顶点时的那次收缩没有击中 C”这一事件。在此前各步均未击中
C的条件下，上面的论证给出

P(Ar | C此前一直存活) ≥ 1 − 2
r

.

由命题 A.1中的链式法则，

P(C存活到最后) ≥
n

∏
r=3

r − 2
r

=
(n − 2)!

n!/2
=

2
n(n − 1)

.

如果 C一直存活到只剩两个超顶点，它就是收缩图中唯一的割，因而必被算法输出。输出 C当
然意味着输出一个最小割，定理得证。

3



高级算法·第一讲 从图割看高级算法

注 2.4 (分析是紧的)。 对环图 Cn，任意两条边都构成一个不同的最小割，因此它恰有 (n
2) 个

最小割。固定其中一对边 C。在不收缩 C 中边的条件下，每个中间图仍是一个环；当图中有
r 个超顶点时，r 个边副本中恰有两个属于 C。所以存活概率乘积中的每个不等式都取等号，
P(输出 C) = 1/(n

2)。因此，固定割的概率下界不能改进。

2.3 成功率放大与一个计数推论

独立运行 RandomContraction 共 R次，输出其中最小的割。由命题A.3 and 定理 2.3，

P(所有运行都没有得到最小割) ≤ exp
(
− R
(n

2)

)
.

取 R = dc(n
2) ln ne，失败概率便至多为 n−c。这是一个蒙特卡洛（Monte Carlo）算法：它总会

输出一个合法的割，但可能不是最优割；通过增加独立重复次数，可以把非最优的概率压到任
意给定的多项式倒数。
下面给出一种可直接实现上述随机过程的方法。把 m 个边副本存成列表，先随机打乱，

再借助并查集从前向后扫描。若一条边的两个端点已经属于同一超顶点，就跳过它；否则收缩
它，直至只剩两个超顶点。随机序列中第一条仍然有效的边，在所有当前非自环边副本中均匀
分布，因此该实现与 RandomContraction 完全等价。计入最后一次扫描以读出割，单次运行
的时间为 O(mα(n) + n)，空间为 O(m + n)，其中 α(n)是增长极慢的反Ackermann函数。本
节的概率分析则与具体表示无关。
同一个随机试验还会推出一个纯粹的确定性结构结论。

推论 2.5 (最小割的数目)。 一个连通的 n 顶点多重图至多有 (n
2) 个不同的最小割。这里把割视

为无序二划分；等价地，也可以按不同的割边集合计数。环图 Cn 达到此上界。

证明. 先说明，在连通图中，不同的无序二划分必有不同的割边集合。事实上，若 δ(S) =

δ(T)，则沿任意边 uv，u, v 关于 S 4 T 的归属比特必然相同。由连通性， S 4 T 只能是 ∅或
V，所以 T = S或 T = S̄。
对每个最小割 C，令 BC 表示“一次运行输出 C”。一次运行只有一个输出，因此各事件

BC 两两不交；而定理 2.3保证 P(BC) ≥ 1/(n
2)。故

1 ≥ P

(⋃
C

BC

)
= ∑

C
P(BC) ≥

#{最小割}
(n

2)
.

为什么必须假设图连通
推论 2.5中的连通性不可省略。不连通图的最小割值为零；只需把各连通分量任意分配到
割的两侧，就可能得到指数多个零割。原始收缩循环也可能在仅剩两个超顶点之前便无边
可选。先计算连通分量，可以同时处理这两个问题。

4
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2.4 Karger–Stein 递归算法

基本收缩算法的大部分成功概率都损失在最后阶段：只有当超顶点已经很少时，因子 1 − 2/r
才会明显偏小。Karger 与 Stein 据此不再一路收缩到底，而是在适当位置提前停止，并从这里
独立分支递归。这一改动仍然完全建立在同一个“固定最小割存活”分析之上。
令 ContractTo(G, t) 表示不断等概率选择当前边并收缩，直到恰剩 t 个超顶点。把定

理 2.3中的乘积截断在 t，可知对任意固定最小割 C，

P(C从 n个超顶点存活到 t个) ≥
n

∏
r=t+1

(
1 − 2

r

)
=

t(t − 1)
n(n − 1)

. (1)

FastCut(G)：Karger–Stein算法
令 n = |V(G)|。
1. 若 n ≤ 6，枚举所有非平凡割，返回其中最小者。
2. 令 t = dn/

√
2 + 1e。

3. 相互独立地构造 G1 = ContractTo(G, t)与 G2 = ContractTo(G, t)。
4. 分别在两张图上递归运行 FastCut，把两个输出割提升回 G，并返回较小者。

如此选取并取整 t，可保证
qn :=

t(t − 1)
n(n − 1)

≥ 1
2

.

确实，t − 1 ≥ n/
√

2 且 t ≥ n/
√

2 + 1，所以 t(t − 1) ≥ n2/2 ≥ n(n − 1)/2。 令 p(n) 为
FastCut 在所有连通 n顶点多重图上的最坏成功概率，即这些成功概率的下确界。若某个固定
最小割在一条分支中存活，则收缩图的最小割值仍等于原图的最小割值；递归返回的任意最小
割都可提升为原图的最小割。两条分支使用相互独立的随机性，因此

p(n) ≥ 1 −
(
1 − qn p(t)

)2 ≥ 1 −
(
1 − 1

2 p(t)
)2

= p(t)− p(t)2

4
. (2)

下面把“递归只损失一个对数因子”精确地写出来。令 n0 = n， nj+1 = dnj/
√

2 + 1e，再
令 L为首个满足 nL ≤ 6的下标。当 nj ≥ 12时，

nj+1 ≤ nj/
√

2 + 2 ≤ 7nj/8;

而在 7 ≤ nj < 12时，规模每一步都严格下降。因此即使考虑取整，仍有 L = O(log n)。
定义 a0 = 1以及 aj+1 = aj − a2

j /4。由于 0 < aj ≤ 1，

1
aj+1

− 1
aj

=
1

4(1 − aj/4)
≤ 1

3
.

从而 aj ≥ 3/(j + 3)。递归叶子以概率 1成功。利用函数 x − x2/4在 [0, 1]上单调递增，从叶子
开始向上对式 (2)迭代 L层，得到

p(n) ≥ aL = Ω(1/ log n).

为分析上述时间递推，采用标准的稠密重数矩阵表示，并假设字长为 Ω(log(m + n))比特
的word‑RAM上每次字操作成本为常数。剩余 r个超顶点时，先按顶点度数成比例抽取第一个

5
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端点，再从对应矩阵行中抽取一个关联边副本；这样得到的无向边副本在当前所有边副本中均
匀分布。借助累积度数结构并扫描一行，每次抽样需 O(r)次字操作；合并相应的两行两列也
需 O(r)次字操作。因此，从 n个超顶点开始的一段收缩总计 O(n2)次字操作，于是

T(n) ≤ 2T(dn/
√

2 + 1e) + O(n2) = O(n2 log n).

递归树有 O(log n)层；除取整带来的常数因子外，每层的收缩总工作量为 O(n2)。进一步，若
单次运行的成功概率至少为 c0/ log n，则独立运行 R = d(3/c0) log2 ne次，全部失败的概率至
多为 exp(−c0R/ log n) ≤ n−3。返回所有运行中最小的割，便可在 O(n2 log3 n) 次字操作内以
高概率得到最小割。
定理2.6 (Karger–Stein)。 在上述word‑RAM表示下，对任意连通的 n顶点多重图，FastCut
单次运行使用 O(n2 log n)次字操作，并以 Ω(1/ log n)的概率返回最小割。再作独立成功率放
大，即可在 O(n2 log3 n)次字操作内以高概率得到最小割。
注 2.7 (历史视角)。 今天学习收缩算法，主要是为了掌握其证明思想；它已不再代表全局最小
割的最佳最坏情形运行时间。Karger 后来给出了精确的随机近线性时间算法，近期又出现了
带权图的确定性近线性时间算法。由于这些结果采用不同的计算模型，且隐藏的对数因子也不
同，不能脱离模型简单比较快慢。文末列出了相应文献。

第一部分要点
这套概率分析并不试图同时理解算法的所有可能输出。它只固定一个最优割，证明该割以
至少 2/[n(n − 1)]的概率存活，再用独立重复放大成功率。Karger–Stein 则提前停止收缩
并分支递归，避开存活概率最差的末段，同时完整保留固定割分析。固定最优对象、分析
递归随机过程、放大成功概率，是后续随机算法中会反复出现的三条主线。

第二部分

组合优化中的近似算法
3 最大割：近似算法与去随机化

最小割可在多项式时间内精确求解；只把“最小”改为“最大”，计算复杂性便截然不同。最
大割的精确求解是 NP‑困难的，因此本部分转而寻求多项式时间近似算法，并要求它在每个输
入上都具有可证明的最坏情形保证。我们还将看到随机性的另一种典型用法：先用期望证明好
解存在，再用条件期望逐步固定随机选择，把存在性证明转化为确定性算法。这个过程称为去
随机化（derandomization）。所需的概率论工具汇总于附录 A。
对图 G = (V, E)，最大割的最优值记为

OPTMC(G) = max
S⊆V

|δ(S)|.

判定版问题询问是否存在大小至少为 K 的割；它是 NP‑完全的 [6]，因而相应的优化问题是
NP‑困难的。若一个算法对每个输入图 G都能在多项式时间内输出割 SA，且满足

|δ(SA)| ≥ α OPTMC(G),

就称它为最大割的 α‑近似算法，α 称为近似比（approximation ratio）。即使最优值为零，
上述定义仍然成立。对随机算法，若输出满足 E[|δ(SA)|] ≥ α OPTMC(G)，就称它为期望意义
下的 α‑近似算法。

6



高级算法·第一讲 从图割看高级算法

3.1 一个确定性的 1/2‑近似算法

任取顶点次序 v1, . . . , vn。处理 vi 时，只有 v1, . . . , vi−1 已经被放置到割的两侧。

GreedyCut(G)

若 m = 0，返回任意一个两侧均非空的二划分。否则令 S = T = ∅。依次处理 v1, . . . , vn：
比较把 vi 放入 S或 T 时，它与已处理顶点之间新产生的跨割边数，把 vi 放到产生更多跨
割边的一侧；相等时任意选择。最后返回 (S, T)。

定理 3.1 (贪心最大割)。 采用邻接表时，GreedyCut 的运行时间为 O(n + m)，且返回的割至
少包含

m
2

≥ 1
2

OPTMC(G)

条边。因此它是一个确定性的 1/2‑近似算法。

证明. 在放置 vi 之前，设它到当前集合 S和 T 的边数分别为 ai 和 bi。若把 vi 放入 T，会新增
ai 条跨割边；若放入 S，则会新增 bi 条。因此贪心选择带来的增量满足

max{ai, bi} ≥ ai + bi

2
.

每条边恰好在其两个端点中较晚处理的那个端点出现时，被计入一次 ∑i(ai + bi)，所以算
法最终得到的割至少有 m/2 条边。另一方面， 任何割都不可能包含超过全部 m 条边，故
OPTMC(G) ≤ m。
实现时，只需在一条边较晚处理的端点处检查该边；孤立点贡献额外的 O(n) 时间。若

m > 0，则输出自动是非平凡的：要么两侧此前已经都非空，要么第一次遇到一条边的较晚端
点时，它会被放到该边另一端点的对侧。

若边带有非负权重，把“边数”全部替换为“总权重”，上述算法和证明无需其他改动；
总权重为零时仍需单独返回一个非平凡二划分。这个分析在允许 任意打破平局的意义下是紧
的：考虑一条含两条边的路径，先处理两个叶子，并在两次初始平局中把它们放到不同侧，再
处理中间顶点。贪心算法只能割开一条边，而最优解能割开两条边。

3.2 贪心规则背后的随机化证明

给每个顶点独立地赋一个均匀随机比特 Xv ∈ {0, 1}，并据此将顶点放入 S或 T。令

Z = |δ(S)| = ∑
uv∈E

1{Xu 6=Xv}.

对每条边都有 P(Xu 6= Xv) = 1/2。由期望的线性性（定理 A.2），

E[Z] = ∑
uv∈E

P(Xu 6= Xv) =
m
2

≥ 1
2

OPTMC(G). (3)

因此至少有一个割的大小不小于 m/2。不过，期望值只是对所有随机结果取平均；单独采样一
次并不保证达到这个平均值。接下来要把这条存在性结论变成每次都正确的确定性算法。
为使随机试验的样本空间写起来更简洁，我们允许所有顶点落在同一侧，并把 这种赋值

的割值记为零。这不会影响结论：若 m > 0，任何割值至少为 m/2 的赋值必然两侧非空；若
m = 0，任意非平凡二划分都是最优解。
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假设已经固定 Xv1 , . . . , Xvi−1；这一部分赋值对应一个正概率事件 H。在给定 H 后，下一
个尚未固定的比特仍然均匀，所以当前 条件期望（conditional expectation）正好是两个可
能分支的平均：

E[Z | Xv1 = x1, . . . , Xvi−1 = xi−1] =
1
2 ∑

b∈{0,1}
E[Z | Xv1 = x1, . . . , Xvi = b].

两个分支中至少有一个不低于当前值。每一步都选择条件期望较大的那个 b，条件期望便不会
下降；全部比特固定以后，条件期望就是所得割的实际大小，所以最终值至少为初始的 m/2。

这个看似抽象的规则为什么恰好就是 GreedyCut？在第 i步，除 vi 与已放置顶点之间的边
以外，其余边在两种选择下的条件期望完全相同：从 vi 连向未放置顶点的边仍以 1/2的概率
跨越割，不与 vi 相邻的边则根本不受影响。两种选择之间唯一的差别，是到已放置顶点的 ai

条边或 bi 条边会成为跨割边。因此，最大化条件期望正是前面的贪心规则。

条件期望法
先设计一个期望目标值足够好的随机过程，再依次公开其中的随机选择。每一步选择一个
使条件期望不低于当前值的取值。如果这些条件期望能够高效比较，最终便得到一个确定
性对象，其质量至少达到原随机过程的期望保证。

3.3 选读：两两独立已经足够

式 (3) 中对每条边 uv 的计算只涉及一对随机比特 (Xu, Xv)，因而并不需要全部 n 个比特相互
独立。只要每个比特都均匀，并且任意一对彼此独立，即满足两两独立（pairwise indepen‑
dence），同一证明就能成立。
令

ℓ = dlog2(n + 1)e.

记 F2 = {0, 1}为二元域，其中加法就是异或；对 a, r ∈ Fℓ
2 定义 〈a, r〉 = ∑ℓ

j=1 ajrj (mod 2)。若
一个线性映射的每个可能输出都有原像，就称它为满射；线性映射的秩是其像空间的维数。由
于 Fℓ

2 中至少有 n个非零向量，可以给每个顶点分配互不相同的非零标签 av ∈ Fℓ
2。现在只随机

选取一个均匀种子 R ∈ Fℓ
2，并令

Yv = 〈av, R〉 (mod 2).

定理 3.2 (小规模的两两独立样本空间)。 随机比特族 (Yv)v∈V 中，每个比特都均匀，且任意两
个比特相互独立。

证明. 因为 av 6= 0，线性泛函 R 7→ 〈av, R〉的秩为一，所以恰有一半种子使其取零，另一半使
其取一。若 u 6= v，则 au, av 是不同的非零向量。在 F2 上它们必然线性无关，因为唯一的非零
标量是 1。于是映射

R 7−→
(
〈au, R〉, 〈av, R〉

)
的秩为二。四种输出各有 2ℓ−2 个原像，因此出现概率均为 1/4。

即使使用全部非零向量作为标签，这一随机比特族也不满足三重独立（3‑wise indepen‑
dence）。只要 a, b, a + b都被选作标签，其中 a, b不同且非零，就有

Ya ⊕ Yb = Ya+b,

8
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从而 P(Ya = Yb = Ya+b = 0) = 1/4 6= 1/8。这个构造的实质，是用一个 ℓ比特的短随机种子生
成许多带相关性的比特，并没有凭空增加随机熵。
由于两两独立保证每条边仍以 1/2的概率被割开，所得随机割的期望值依旧是 m/2。该分

布的支撑集至多含 2ℓ = O(n)个候选割，而非全部 2n 个赋值。因此，枚举所有种子并返回其中
最好的割，即可完成去随机化。

PairwiseSeedSearch(G)

给各顶点选取互不相同的非零标签 av ∈ Fℓ
2。对每个种子 r ∈ Fℓ

2，按 〈av, r〉的取值放置顶
点 v，计算所得割的大小；返回所有候选中最大的一个。

种子总数满足 2ℓ ≤ 2(n + 1)。在字长为 Ω(log(m + n))比特的 word‑RAM 模型下，若逐
坐标计算内积，直接枚举使用的字操作数为

O
(
2ℓ(m + nℓ)

)
= O(nm + n2 log n),

因为对每个种子既要计算 n个长度为 ℓ的内积，也要检查 m条边来评价候选割；这里既计入内
积计算，也计入候选割的求值。它比GreedyCut 慢，但揭示了伪随机性中的一个基本思想：把
所需随机比特数从 n降到 O(log n)。借助Walsh–Hadamard 变换同时计算所有种子的得分，
则只需 O(m + n log n)次字操作；这一改进留作进阶练习。

全零种子会把所有顶点放到同一侧。若 m > 0，所有候选的平均割值为 m/2 > 0，所以全
零种子不可能是最优候选；若 m = 0，则另行返回任意非平凡二划分。

3.4 越过 1/2：Goemans–Williamson 算法

Goemans 和 Williamson 的经典算法使用半正定规划 （semidefinite programming,
SDP）：将每个取值为 ±1的变量 xv 松弛为一个单位向量，并最大化 1

2 ∑uv∈E(1 − 〈xu, xv〉)。
随后随机选择一个过原点的超平面，用它把这些向量分到两侧。若一对向量的内积为 ρ，它们
被超平面分开的概率是 arccos(ρ)/π。逐边比较这一概率与松弛问题中该边的贡献，可证明算
法输出割的期望值至少为 αGWOPTMC(G)，其中

αGW = min
−1≤ρ<1

2 arccos(ρ)
π(1 − ρ)

≈ 0.878567.

唯一游戏猜想（Unique Games Conjecture）是 Khot 提出的、目前尚未证明 的复杂性猜想
[8]。在该猜想成立的前提下，Khot、Kindler、Mossel 和O’Donnell 证明：对任意 ε > 0，
达到 αGW + ε 近似比是 NP‑困难的 [9]。本课程后面还会系统讨论半正定松弛和随机超平面舍
入。

第二部分要点
近似算法以可证明的近似比替代精确最优化。对于最大割，均匀随机赋值的 期望割值为
m/2；条件期望法在逐步固定选择的同时维持这一保证，从而 得到确定性的 1/2‑近似算
法。

9



高级算法·第一讲 从图割看高级算法

第三部分

谱算法与谱图论
4 谱划分与电导率

前两部分都直接在顶点集合上进行优化：或精确寻找最小割，或近似求解最大割。本部分改
走另一条路线：先把离散划分松弛为实向量上的连续优化问题，再将连续解舍入为一个割。
“连续松弛—离散舍入”是谱算法反复使用的基本范式。Rayleigh–Ritz 变分原理、Cauchy–
Schwarz 不等式等通用工具汇总在附录 B；这里集中讨论它们在图上的含义。

从割到谱算法

割目标 −→ Rayleigh 商松弛 −→ µ2 的特征向量 −→ 扫描舍入.

第二特征值刻画连续松弛的最优值，扫描引理则控制从连续解回到离散割时的损失。

普通最小割往往偏爱很小的一侧：如果某个顶点度数很小，把它单独切出来就可能最优。
若目标是找出一个内部相对紧密、与外部连接较弱的顶点簇，就应当用较小一侧的规模来归一
化边界。对一个 d ≥ 1的 d‑正则图，定义集合 S的电导率（conductance）为

ϕ(S) =
|δ(S)|

d min{|S|, |S̄|}
, ϕ(G) = min

∅ 6=S⊊V
ϕ(S).

分母正是较小一侧的体积，因而 0 ≤ ϕ(S) ≤ 1；ϕ(S)衡量的是这些边端点中有多大比例通向集
合外部。

相关术语
在 d‑正则图上，

h(G) = min
|S|≤n/2

|δ(S)|
|S|

通常称为边扩展率（edge expansion），并且 ϕ(G) = h(G)/d。均匀稀疏割（Uniform
Sparsest Cut）最小化

n|δ(S)|
|S||S̄|

.

把 S选作较小一侧后，这一目标与 |δ(S)|/|S|相差至多两倍。非均匀稀疏割还给定一张独
立的需求图，属于另一个问题。

4.1 邻接矩阵、拉普拉斯矩阵与 Rayleigh 商

设 A ∈ Rn×n 是图的邻接矩阵，其中 Auv 等于 u, v之间平行边的条数。矩阵 A实对称，因此存
在一组标准正交的特征向量，所有特征值均为实数。将它们按降序写作

θ1 ≥ θ2 ≥ · · · ≥ θn.

记 1 ∈ RV 为全一向量。
命题4.1 (正则图谱的基本性质)。 对任意 d‑正则多重图：

10
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(i) 对每个 i，都有 |θi| ≤ d；
(ii) A1 = d1，所以 θ1 = d；
(iii) 特征值 d的重数恰好等于图的连通分量数。特别地，G连通当且仅当 θ2 < d。

证明. 若 Ax = θx，取满足 |xi| = maxj |xj| > 0的坐标 i，则

|θ||xi| =
∣∣∣∣∣∑j

Aijxj

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
j

Aij|xj| ≤ d|xi|,

故 (i) 成立。每一行的元素和都是 d，立即得到 (ii)。
下面先设图连通，并假设 Ax = dx。必要时把 x换成 −x，可取 i使 xi = maxj xj > 0。于

是
dxi = ∑

j
Aijxj ≤ ∑

j
Aijxi = dxi.

上式取等意味着 i 的每个邻居都具有同一数值 xi；利用连通性逐层传播，得到所有坐标均相
等。因此连通图的 d‑特征空间由 1 张成。若图不连通，各连通分量的示性向量是线性无关的
d‑特征向量；在每个连通分量上重复上述论证，便知它们张成整个 d‑特征空间。

对割问题而言，使用归一化拉普拉斯矩阵（normalized Laplacian）

L = I − 1
d

A

更为方便。它的特征值满足

0 = µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn ≤ 2, µi = 1 − θi

d
.

任取 f ∈ RV，有拉普拉斯能量恒等式

fTL f =
1
d ∑

uv∈E
( fu − fv)

2. (4)

确实， fTA f = 2 ∑uv∈E fu fv，而 d ∑v f 2
v = ∑uv∈E( f 2

u + f 2
v )；展开右侧平方项即得结论。

若 G连通，可把第一个单位特征向量取为 1/
√

n。将任意 f ⊥ 1在其余标准正交特征向量
上展开，得到变分刻画

µ2 = min
f 6=0
f⊥1

R( f ), R( f ) := ∑uv∈E( fu − fv)2

d ∑v∈V f 2
v

. (5)

这里的 R( f )称为Rayleigh 商（Rayleigh quotient）。在特征向量基底下，它就是 µ2, . . . , µn

的一个加权平均，因此其最小值为 µ2。
到此为止，原先对顶点集合的离散优化已经变成了对实向量的连续优化。接下来要解决的

是舍入问题：怎样从一个低能量向量中构造一个低电导率的割？

11
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4.2 扫描舍入

取 µ2 的一个特征向量 f，等价地，它也是 A对应于 θ2 的特征向量，并令 f ⊥ 1。按坐标从大
到小排列顶点：

f (u1) ≥ f (u2) ≥ · · · ≥ f (un),

再令 Pi = {u1, . . . , ui}，其中 1 ≤ i < n。依次检查这些前缀的过程称为扫描舍入（sweep
rounding）。

正则图上的SpectralSweep(G)

1. 计算一个非零的 µ2‑特征向量 f ∈ Rn，并使 f ⊥ 1。
2. 按 f 的坐标非增次序排列顶点。
3. 对每个 1 ≤ i < n，计算 ϕ(Pi) = |δ(Pi)|/[d min{i, n − i}]。
4. 返回电导率最小的前缀 Pi∗。

这里不能取 i = n，因为 Pn = V 的补集为空，电导率没有定义。排序完成后，可以在逐个
加入顶点时更新边界，从而在 O(m + n)时间内求出所有前缀的边界；排序本身需要 O(n log n)
时间。
为突出数学主线，我们先在精确实数计算模型下描述算法，即假定可以精确求得特征向

量。实际计算并不需要这一假设：对任意非零 f ⊥ 1，只要 R( f ) ≤ η，下面的“中位数加
扫描”证明就能找到电导率至多为 √

2η 的前缀。因此，数值算法应直接在 1⊥ 上求得满足该
Rayleigh商界的近似向量；若先得到未正交的向量，则必须保证其投影 f̃ − ¯̃f 1仍满足R ≤ η，
再对这一投影应用扫描保证。计算成本取决于精度和谱间隙；坐标相同时可任意决定次序。

4.3 Cheeger 不等式及其舍入证明

连接连续谱量 µ2 与离散电导率 ϕ(G) 的桥梁，是Cheeger 不等式（Cheeger inequality）。
它的两个方向承担不同任务：µ2 ≤ 2ϕ(G) 说明一个低电导率割可以构造出低能量向量，确立
了谱问题作为松弛的合理性； ϕ(G) ≤

√
2µ2 则把低能量向量舍入为一个好割，是算法保证的

核心。
定理4.2 (正则图的Cheeger 不等式)。 对任意 d‑正则图，

µ2

2
≤ ϕ(G) ≤

√
2µ2.

而且，SpectralSweep 返回的集合 S满足

ϕ(S) ≤
√

2µ2 ≤ 2
√

ϕ(G).

用邻接矩阵的特征值表示时，µ2 = 1 − θ2/d。

先处理不连通的情形。由命题 4.1，此时 µ2 = 0；任取一个连通分量，其边界为空，所以
ϕ(G) = 0。此外，一个与 1正交的 µ2‑特征向量在每个连通分量上为常数，并且至少取两个不
同值。取介于两个相邻坐标值之间的阈值，所得前缀是若干连通分量之并，电导率为零。因此
定理的数值结论和算法结论均立即成立。以下两段证明只需考虑连通图。

12
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证明：稀疏的割导出低能量向量. 固定 S，令 s = |S| ≤ n/2，并取

x = 1S −
s
n

1.

显然 x ⊥ 1。Rayleigh 商的分子中，只有跨割边有贡献，并且每条这样的边贡献 1；另一方
面，

∑
v

x2
v =

s(n − s)
n

.

由式 (5)，
µ2 ≤ R(x) =

n|δ(S)|
ds(n − s)

≤ 2|δ(S)|
ds

= 2ϕ(S).

对 S取最小值，即得 µ2/2 ≤ ϕ(G)。

反向不等式包含算法的核心：必须把一个低能量向量变回一个割。我们先单独证明所需的
舍入事实。
引理4.3 (扫描引理)。 设 g : V → R≥0 非零，并且其支撑集至多含 n/2个顶点。在所有非空阈
值集合 St = {v : g2

v ≥ t}（t > 0）中，至少有一个满足

ϕ(St) ≤
√

2R(g).

证明. 分层积分公式（也称离散余面积公式，discrete coarea formula）给出∫ ∞

0
|δ(St)| dt = ∑

uv∈E
|g2

u − g2
v|,∫ ∞

0
d|St| dt = d ∑

v
g2

v.

第一式可以逐边理解：边 uv落在 δ(St)中，当且仅当 t位于 g2
u 与 g2

v 之间。对每个 t > 0，集
合 St 都包含在 g的支撑集中，故 |St| ≤ n/2；单独的阈值 t = 0是零测集，不影响积分。比较
上述两个积分并作平均，可知某个非空 St 满足

ϕ(St) ≤
∑uv∈E |g2

u − g2
v|

d ∑v g2
v

.

再利用 Cauchy–Schwarz 不等式和正则性：

∑
uv∈E

|g2
u − g2

v| ≤
(

∑
uv∈E

(gu − gv)
2

)1/2(
∑

uv∈E
(gu + gv)

2

)1/2

≤
(

∑
uv∈E

(gu − gv)
2

)1/2(
2d ∑

v
g2

v

)1/2

.

除以 d ∑v g2
v，便得到

√
2R(g)。

定理 4.2 中扫描方向的证明. 取满足 f ⊥ 1的 µ2‑特征向量。选取其坐标的一个中位数 m，使得
严格大于 m和严格小于 m的坐标各至多有 n/2个。令 h = f − m1。平移一个常数不改变任何
边上的坐标差，并且由 f ⊥ 1，

∑
v

h2
v = ∑

v
f 2
v + nm2 ≥ ∑

v
f 2
v .

13
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所以 R(h) ≤ R( f ) = µ2。
把 h分解为 h = h+ − h−，其中 h+ = max{h, 0}，h− = max{−h, 0}。两者的支撑集都至

多含 n/2个顶点。对每条边都有

(hu − hv)
2 ≥ (h+,u − h+,v)

2 + (h−,u − h−,v)
2,

同时 ‖h‖2
2 = ‖h+‖2

2 + ‖h−‖2
2。因此，在两个非零向量 g ∈ {h+, h−} 中，至少有一个满足

R(g) ≤ R(h) ≤ µ2。
由扫描引理，g 的某个阈值集合的电导率不超过 √

2µ2。若 g = h+，该阈值集合是按
f 排序后的一个前缀；若 g = h−，它是一个后缀，而其补集是具有相同电导率的前缀。因此
SpectralSweep必然考察到一个电导率不大于该阈值割的前缀。最后，已经证明的 µ2 ≤ 2ϕ(G)

蕴含√
2µ2 ≤ 2

√
ϕ(G)。

4.4 非正则图

对非正则图乃至带权图，顶点个数不再能准确反映一侧的“大小”，自然的归一化尺度是顶点
体积。设对称权重 wuv = wvu ≥ 0，令 Auv = wuv、dv = ∑u wuv > 0，并定义

D = diag(dv), L = D − A, L = I − D−1/2 AD−1/2.

这里仍把 L称为归一化拉普拉斯矩阵。进一步定义

vol(S) = ∑
v∈S

dv, w(δ(S)) = ∑
u∈S, v/∈S

wuv,

Φ(S) =
w(δ(S))

min{vol(S), vol(S̄)}
, Φ(G) = min

∅ 6=S⊊V
Φ(S).

以下假定图中没有孤立顶点；若有，可先将其删除。若令 z = D1/2 f，则 z ⊥ D1/21当且仅当
∑v dv fv = 0。Rayleigh–Ritz 原理给出

µ2 = min
f 6=0

∑v dv fv=0

RD( f ), RD( f ) = ∑uv wuv( fu − fv)2

∑v dv f 2
v

,

其中分子对每条无向带权边只求和一次。因此，若 z是 L的第二特征向量，扫描排序所使用的
坐标应当是 fv = zv/

√
dv，而不是直接使用 zv。

定理4.4 (带权图的Cheeger 不等式)。 对上述带权图，
µ2

2
≤ Φ(G) ≤

√
2µ2.

按 fv = zv/
√

dv 排序并作阈值扫描，可以找到达到上述上界的集合。

证明. 若图不连通，任一具有正体积的连通分量都没有边界，故 µ2 = Φ(G) = 0。取一个对应
特征值 0、并在不同连通分量上取不同常数值的特征向量，在两个相邻取值之间选择阈值，就
得到相应的零边界扫描割。以下设图连通。
先证容易的方向。取满足 vol(S) ≤ vol(V)/2的集合 S，令

x = 1S −
vol(S)
vol(V)

1.

14
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则 ∑v dvxv = 0，其能量等于 w(δ(S))，而且

∑
v

dvx2
v =

vol(S) vol(S̄)
vol(V)

.

因此 µ2 ≤ RD(x) ≤ 2Φ(S)。对 S取最小值，即得 µ2/2 ≤ Φ(G)。
下面证明扫描方向。取一个达到最小Rayleigh 商的 f，再选取它的一个加权中位数 m，使

集合 {v : fv > m}与 {v : fv < m}的体积均不超过 vol(V)/2。令 h = f − m1。平移不改变能
量，并且因为 ∑v dv fv = 0，

∑
v

dvh2
v = ∑

v
dv f 2

v + m2 vol(V) ≥ ∑
v

dv f 2
v .

将 h = h+ − h− 分成正部与负部。正则图证明中逐边使用的不等式仍然成立，所以在两个
非零向量 g ∈ {h+, h−} 中，至少有一个满足 RD(g) ≤ µ2；同时，它的支撑集体积不超过
vol(V)/2。
对阈值集合 St = {v : g2

v ≥ t}，带权余面积公式为∫ ∞

0
w(δ(St)) dt = ∑

uv
wuv|g2

u − g2
v|,

∫ ∞

0
vol(St) dt = ∑

v
dvg2

v.

所有 St 都包含在体积不超过一半的支撑集中。先对阈值平均，再用 Cauchy–Schwarz 不等
式，可得某个非空阈值集合满足

Φ(St) ≤
∑uv wuv|g2

u − g2
v|

∑v dvg2
v

≤
√

∑uv wuv(gu − gv)2
√

∑uv wuv(gu + gv)2

∑v dvg2
v

≤
√

2RD(g) ≤
√

2µ2,

其中最后一步使用了 ∑uv wuv(gu + gv)2 ≤ 2 ∑v dvg2
v。 h+ 的阈值集合是 f 排序后的前缀；h−

的阈值集合是后缀，其补集是电导率相同的前缀。因此扫描过程一定能找到定理所述的集
合。

若图无权且 d‑正则，则 vol(S) = d|S|且 Φ = ϕ，故该定理正好退化为定理 4.2。

4.5 谱坐标的两个应用

图像分割。 把像素或小图像区域看作顶点，在位置相近且视觉特征相似的顶点之间连边，并
赋予较大权重。Shi 和Malik 提出的归一化割（normalized cut）目标为 [14]

Ncut(S, S̄) =
w(δ(S))
vol(S)

+
w(δ(S))
vol(S̄)

.

它与电导率并不完全相同。若 vol(S) ≤ vol(S̄)，则

Φ(S) ≤ Ncut(S, S̄) ≤ 2Φ(S).

二者的标准谱松弛都以归一化拉普拉斯矩阵为核心：特征向量为每个像素赋予连续坐标，再以
阈值将其划分为离散区域。

15
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图的可视化。 取两个非平凡的拉普拉斯特征向量，把顶点 v映射到 ( f2(v), f3(v))。连接模式
相近的顶点往往会在平面中落到相近位置。以顶点编号为 j = 0, . . . , n − 1的环 Cn 为例，

f2(j) = cos(2π j/n), f3(j) = sin(2π j/n)

张成第一个非平凡拉普拉斯特征空间；相应的二维谱嵌入恰好把全部顶点均匀放在一个圆周
上。

f2

f3

图 3: 环图的精确二维谱嵌入。

第三部分小结
谱算法给出的不是常数近似，而是平方根型保证：它返回的 S 满足 ϕ(S) ≤ 2

√
ϕ(G)。它

的关键价值在于，连续向量松弛可以高效计算，而舍入过程又具有严格且构造性的性能保
证。当图还具有额外的谱间隙或簇结构时，通常能够得到远强于这一通用界的结论。

5 习题

标有 ⋆的题目需要在套用正文公式之外再加入一步关键思考；标有 ⋆⋆的题目可作为小型课程项
目。

第一部分：随机算法与随机化技术

1. 成功概率的放大。仅从单次成功概率下界 p ≥ 2/[n(n − 1)]出发，求出足以保证失败概率
不超过任意给定 δ ∈ (0, 1)的最小整数重复次数。再将结果具体化到 δ = n−3 的情形。

2. 收缩操作的不变量。用原图顶点集的一个划分来严格描述收缩后的图。直接证明：收缩图
中的每个割都能提升为原图中一个大小完全相同的割。

3. 达到分析下界的例子。证明环图 Cn 恰有 (n
2) 个不同的最小割（将互补的两侧视为同一个

无序二划分），并证明 RandomContraction 输出其中每一个的概率都恰好为 1/(n
2)。

4. ⋆带权收缩。对正边权图，令 w(δ(S)) = ∑e∈δ(S) we，并按与边权成正比的概率选择待收缩
边。在这一设定下推广定理 2.3。同时说明运行时间模型需要作哪些调整。

5. ⋆ Karger–Stein 算法中的常数。根据第 2.4 节，给出递归深度的一个显式上界；再给出一
个显式常数 c > 0，使得对所有充分大的 n都有 p(n) ≥ c/ log2 n。

16
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第二部分：组合优化中的近似算法

6. 条件期望公式。考虑Max‑Cut 的一个部分赋值：已经放置的顶点分别组成 S, T，尚未放
置的顶点组成 U；用 E(U)表示两个端点都在 U 中的边集。验证

E[Z | S, T] = |E(S, T)|+ 1
2 |E(S ∪ T, U)|+ 1

2 |E(U)|.

由此重新推出贪心算法在每一步所作的选择。

7. 带权 Max‑Cut。 假设所有边权均非负。证明随机割论证和相应的贪心算法都能得到权重
至少为总边权一半的割，因而给出一个 1/2‑近似算法。再举例说明，一旦允许负边权，这
套证明为何失效。

8. 两两独立，但不相互独立。设 A, B是两个相互独立的均匀随机比特，且 C = A ⊕ B。证
明 A, B, C 中任意两个都相互独立，但三个变量并不相互独立。若将三角形的三个顶点分
别赋值为 A, B, C，所得割值服从怎样的分布？

9. ⋆⋆快速计算所有种子的得分。给每个顶点一个标号 av ∈ Fℓ
2，并令 cz表示满足 au + av = z

的边 uv的条数。证明种子 r产生的割值为

1
2

m − ∑
z∈Fℓ

2

cz(−1)〈z,r〉

 .

说明如何利用Walsh–Hadamard 变换，在字长为 Ω(log(m + n)) 比特的 word‑RAM 模
型上，用 O(m + n log n)次运算同时计算所有种子的割值。

第三部分：谱算法与谱图论

10. 连通分量与特征值重数。补全命题 4.1 中按连通分量进行的论证，证明特征值 d的重数恰
好等于图的连通分量数。

11. 检验 Cheeger 不等式中的常数。 对 n ≥ 3 和 r ≥ 2，分别计算 Kn、Cn 与 Kr,r 的 µ2 和
ϕ(G)。写出精确电导率中所有与奇偶性有关的情形，并逐一比较定理 4.2的两个方向，指
出哪些图上、哪一步不等式存在松弛。

12. ⋆线性时间计算扫描割。顶点排序完成以后，设计一个 O(m + n)时间的算法，同时算出
所有 |δ(Pi)|。提示：当 ui 加入前缀集合时，根据一条关联边的另一个端点是否已经加入
前缀，分别更新割边数。

13. ⋆ 非正则图上的 Cheeger 扫描。 令 L = D − A 且 D = diag(dv)。从广义特征值问题
L f = µD f 出发，重新证明容易的一侧 µ2 ≤ 2Φ(G)，并明确指出正则图证明中的顶点数
在何处、为何应当改为体积。

17
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A 概率与随机化工具

本讲涉及的随机试验均在有限样本空间 Ω 上进行。概率分布为每个结果 ω ∈ Ω 指定权重
p(ω) ≥ 0，满足 ∑ω∈Ω p(ω) = 1。事件就是集合 A ⊆ Ω，其概率为

P(A) = ∑
ω∈A

p(ω).

由定义立刻得到余事件公式 P(Ā) = 1 − P(A)，以及单调性：若 A ⊆ B，则 P(A) ≤ P(B)。

A.1 条件概率与自适应随机过程

若 P(B) > 0，则在事件 B已经发生的条件下，事件 A的条件概率定义为

P(A | B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

分析自适应随机算法时，每一步的选择概率都必须以前面已经观察到的历史为条件。
命题 A.1 (概率的链式法则)。 设 A1, . . . , Ar 为一列事件，并记 Hi =

⋂i
j=1 Aj、H0 = Ω。若

P(Hi) > 0对所有 0 ≤ i < r成立，则

P

(
r⋂

i=1

Ai

)
=

r

∏
i=1

P(Ai | Hi−1).

证明. 由条件概率的定义， P(Hi) = P(Hi−1)P(Ai | Hi−1)。将这些等式相乘，中间各项逐一
消去，即得结论。这里的正概率条件并非技术性的装饰：当条件事件的概率为零时，通常意义
下的条件概率没有定义。

A.2 期望与条件期望

随机变量是一个函数 X : Ω → R，其期望定义为
E[X] = ∑

ω∈Ω
p(ω)X(ω).

事件 A的示性变量 1A 在 A上取值 1、在 A外取值 0，因此 E[1A] = P(A)。
若事件 H满足 P(H) > 0，则给定 H时的条件期望为

E[Z | H] = ∑
ω∈H

P(ω | H)Z(ω) =
1

P(H) ∑
ω∈H

p(ω)Z(ω).

定理A.2 (期望的线性性)。 对任意随机变量 X1, . . . , Xr 和常数 a1, . . . , ar，都有

E

[
r

∑
i=1

aiXi

]
=

r

∑
i=1

aiE[Xi].

这一结论不要求随机变量之间相互独立。

证明. 只需交换两个有限求和的次序：

∑
ω

p(ω)∑
i

aiXi(ω) = ∑
i

ai ∑
ω

p(ω)Xi(ω).
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平均值原理
若 Z是有限概率空间上的实随机变量，则至少存在一个结果 ω使得 Z(ω) ≥ E[Z]；否则所
有 Z(ω) 都小于 E[Z]，对它们加权平均后仍小于 E[Z]，矛盾。这正是概率方法最基本的
逻辑：平均表现达到某个水平，就能保证存在一个达到同样水平的确定性对象。

设事件 H 记录此前已经揭示的随机选择，且尚未揭示的随机比特 B在给定 H 后仍均匀分
布。按 B = 0与 B = 1分情形，得到

E[Z | H] = 1
2 E[Z | H, B = 0] + 1

2 E[Z | H, B = 1].

因此，B 的两个取值中至少有一个不会降低条件期望。逐个固定随机比特并反复使用这一 观
察，就得到条件期望法：只要每一步的两个条件期望都能被高效计算，就可以完成去随机化，
同时保留原算法的期望性能保证。

A.3 独立性与成功概率放大

事件 A1, . . . , Ar 相互独立，是指对每个 I ⊆ {1, . . . , r}都有

P

(⋂
i∈I

Ai

)
= ∏

i∈I
P(Ai).

离散随机变量的相互独立性，也用对所有可能取值均成立的相应乘法公式定义。若只要求其中
每一对变量独立，便得到较弱的两两独立性。尽管两两独立并不蕴含相互独立，它已经足以支
持第 3节中的随机割分析。
命题 A.3 (独立重复与概率放大)。 若 R次试验相互独立，且每次成功的概率至少为 p，则它们
全部失败的概率至多为

(1 − p)R ≤ e−pR.

因此，只要 R ≥ p−1 ln(1/δ)，失败概率就不超过 δ。

证明. 独立性使各次试验的失败概率相乘；再应用对所有 x ≥ 0成立的不等式 1 − x ≤ e−x 即
可。

本讲义所说的以高概率，统一指概率为 1 − o(1/n)。每当使用概率放大时，都可以适当选
择重复次数中的常数，例如把失败概率进一步压低到 n−3。

B 线性代数工具

本附录只汇集谱算法部分反复使用的通用线性代数事实。邻接矩阵、图拉普拉斯矩阵、电导率
以及扫描舍入等与图有关的概念，均在正文中引入和分析。
对向量 x, y ∈ Rn，记 〈x, y〉 = xTy以及 ‖x‖2 =

√
〈x, x〉。记号 x ⊥ y表示 〈x, y〉 = 0。

命题B.1 (Cauchy–Schwarz不等式)。 对任意 x, y ∈ Rn，都有

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖2‖y‖2.

证明. 当 y = 0时结论显然成立。否则，对每个实数 t都有 0 ≤ ‖x − ty‖2
2。取 t = 〈x, y〉/‖y‖2

2
并整理，即得 〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2

2‖y‖2
2。
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定理 B.2 (实对称矩阵的谱定理)。 每个实对称矩阵 M ∈ Rn×n 的全部特征值均为实数，并且
存在一组由实特征向量构成的标准正交基。等价地，存在正交矩阵 Q 与实对角矩阵 Λ，使得
M = QΛQT。
命题 B.3 (Rayleigh–Ritz 变分原理)。 设 M 是实对称矩阵，其特征值依次为 θ1 ≤ θ2 ≤ · · · ≤
θn，相应的标准正交特征向量为 q1, . . . , qn。则

min
x 6=0

xTMx
xTx

= θ1, min
x 6=0
x⊥q1

xTMx
xTx

= θ2.

证明. 将 x在特征向量基下展开为 x = ∑i aiqi，则

xTMx
xTx

=
∑i θia2

i

∑i a2
i

.

这个商是各特征值的加权平均，因此其最小值为 θ1，并在 q1 处达到。 若再要求 x ⊥ q1，则
a1 = 0，此时最小值变为 θ2，并在 q2 处达到。

文献说明

第一部分：随机算法与随机化技术。 Karger 的收缩算法最早发表于 1993 年的 SODA 论文
[1]；递归化的改进由 Karger 和 Stein 提出[2]。Karger 后来又给出了近线性时间的随机算法
[3]。Stoer 和 Wagner 提出了经典的确定性算法 [4]；Henzinger、Li、Rao 和 Wang 则给出
了带权图上的现代确定性近线性时间结果[5]。关于随机算法的更广泛背景，可参考Motwani
和 Raghavan 的专著[15]。

第二部分：组合优化中的近似算法。 Max‑Cut的经典NP完全性结果见[6]。基于半正定规划
的近似算法由 Goemans 和 Williamson 提出 [7]。Khot 提出了 Unique Games Conjecture
[8]；在该猜想成立的条件下，Goemans–Williamson 近似比的最优性由 Khot、Kindler、
Mossel 和 O’Donnell 证明[9]。Williamson 和 Shmoys 的专著[16]系统介绍了近似算法。

第三部分：谱算法与谱图论。 Chung 的专著[10]是谱图论的标准参考资料。Cheeger 几何
不等式在离散图上 的对应结果由 Dodziuk 以及 Alon–Milman 奠定[11, 12]； 带权版本可见
[13]。谱方法与图像分割之间的经典联系由 Shi 和Malik 系统阐述[14]。
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