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建模、几何与整数多胞体

第第第1 讲讲讲：：：100 分分分钟钟钟

本讲义仅覆盖栗师老师负责的线性规划专题。本专题共九讲，每讲100 分钟，讲次编号与课
件一致。第一、第二部分是本讲内部的阅读划分；选读附录供课后拓展。

授课教师：栗师

南京大学

以授课教师的课件为依据，借助AI 将讲解、证明和课后练习展开为文字。中英文版本的数学内容相互对
应。
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学学学习习习目目目标标标与与与阅阅阅读读读路路路线线线

本单元建立整个优化专题所使用的语言。第一部分把离散选择写成线性约束；第二部分解释可行
域的几何结构如何决定线性规划能给出精确的组合算法，还是只能给出松弛。

1. 把带权集合选择问题写成整数规划及其线性松弛。

2. 区分可行解、最优解与最优值。

3. 利用紧约束刻画顶点，并处理低维可行域。

4. 解释整数性如何使松弛成为精确表述。

请先读第一部分，再读第二部分。算法概览用于建立背景，本单元不展开单纯形换基规则或内点
法分析。练习安排在课后完成。凡涉及算法运行时间，均假设输入系数为有理数。
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1 第第第一一一部部部分分分：：：建建建模模模与与与线线线性性性表表表述述述

1.1 把把把离离离散散散对对对象象象表表表示示示成成成向向向量量量

典型的组合优化问题给定基集[n] = {1, . . . , n}、可行集合族S ⊆ 2[n] 和权重wi，要求在可行集合中
最大化或最小化

∑
i∈S wi。集合族不必显式列出，例如一张图就隐式规定了其中的全部匹配。

定定定义义义1.1 (示性向量). 对S ⊆ [n]，示性向量χS ∈ {0, 1}n 满足：当且仅当i ∈ S 时，χS
i = 1。

目标函数变成线性函数w⊤x。建模的任务是找到一组约束，使其0–1 解恰好对应可行对象。最短
路、生成树、匹配、独立集和背包解都可以这样表示，但相应松弛的算法价值很不相同。

例例例1.2 (匹配的初步表述). 对无自环图G = (V, E)，令xe 表示是否选择边e。任何两条被选边不能
共用端点，因此最大权匹配可写成

max
∑
e∈E

wexe 约束为
∑

e∈δ(v)
xe ≤ 1 (v ∈ V ), xe ∈ {0, 1}.

把xe ∈ {0, 1} 替换为xe ≥ 0 就得到线性松弛，度约束已经隐含xe ≤ 1。该LP 是否存在整数最优
解，是由图的结构决定的问题。第二单元将回答二分图的情形，并解释一般图中的障碍。

松松松弛弛弛能能能保保保证证证什什什么么么

松弛扩大了可行域。因此，对最小化问题，松弛最优值是原问题的下界；对最大化问题则
是上界。分数可行向量通常不是合法的离散解，必须进一步证明整数性，或者设计舍入算
法并分析其损失。

1.2 本本本讲讲讲义义义采采采用用用的的的线线线性性性规规规划划划形形形式式式

线性规划是在有限个线性等式与不等式构成的可行域上优化线性目标。我们采用以下最小化形
式：

min c⊤x 约束为 Ax ≥ b, x ≥ 0, (1.1)
其中A ∈ Rm×n、b ∈ Rm、c ∈ Rn。向量不等式按坐标解释，第i 条约束为

∑
j aijxj ≥ bi。这里n

是变量数，m 是所列矩阵约束的行数，不包括非负约束。不同教材对“标准形式”的约定可能不
同，关键是实际的符号方向。

原有形式 转换方法

a⊤x ≤ β −a⊤x ≥ −β
a⊤x = β a⊤x ≥ β 以及−a⊤x ≥ −β
z ∈ R z = z+ − z−, z+, z− ≥ 0
max c⊤x − min(−c⊤x) （就最优值而言）

这些转换保留了恢复原可行解和目标值所需的信息。自由变量需要用两个非负变量之差表示，直
接要求其非负会改变问题；同样，把最大化转换为最小化后，报告最优值时必须恢复符号。

1.3 一一一个个个完完完整整整的的的二二二变变变量量量例例例子子子

考虑课件中贯穿使用的例子：
min 7x1 + 4x2

约束为 x1 + x2 ≥ 5,

x1 + 2x2 ≥ 6,

4x1 + x2 ≥ 8,

x1, x2 ≥ 0.

(1.2)
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点(1, 4) 可行，目标值为23。仅有可行性还不能证明最优。为了得到相同的下界，把第一条约束乘
以3，再加上第三条约束：

7x1 + 4x2 = 3(x1 + x2) + (4x1 + x2) ≥ 3 · 5 + 8 = 23.

所有可行解的目标值都至少为23，而(1, 4) 达到这个下界，因此它是最优解。乘子(3, 0, 1) 是对偶
证书的一个初步例子，第三单元会系统展开。注意第二条约束在该最优解处并不取等号。

x1

x2

7x1 + 4x2 = 23

(1, 4)

可行域

1 4 6

4

8

阴影区域向上方和右方无限延伸。它是无界的，但最小值有限。这个区别非常重要：可行域无
界，并不意味着目标函数在优化方向上无界。

1.4 可可可行行行域域域与与与线线线性性性规规规划划划的的的作作作用用用

定定定义义义1.3. 多面体是有限个闭半空间的交。有界多面体称为多胞体。线性规划的可行域是多面体，
只有在有界时才是多胞体。

最小化LP 有三种需要区分的情形：不可行、存在有限且可达到的最优值、目标无下界。常用约定
是inf ∅ = +∞，而目标无下界时下确界为−∞。可行LP 若下确界有限，则能达到该值；这是多
面体的性质，对任意非闭可行集合并不成立。线性规划广泛用于运输、路由、调度、资源分配和
设施选址。它可以直接给出精确算法，也可以作为整数规划方法中的下界子程序，或作为近似算
法的起点。它的价值不仅在于求解器返回数值，还在于表述本身能够揭示结构并提供可核验的证
书。

2 第第第二二二部部部分分分：：：多多多面面面体体体几几几何何何与与与整整整数数数性性性

2.1 凸凸凸性性性、、、维维维数数数与与与面面面

定定定义义义2.1. 点v1, . . . , vk 的凸组合是形如
∑

i λiv
i 的向量，其中λi ≥ 0 且

∑
i λi = 1。这些点的凸包记

为conv{v1, . . . , vk}，即所有这类凸组合构成的集合。

每个多面体都是凸的：两个向量若满足a⊤x ≤ b，它们连线上的每个点也满足该式。其仿射维数是
包含它的最小仿射子空间的维数。对于Rn 中的非空多面体，若在整个集合上恒成立的独立等式组
的秩为r，则其维数为n − r。这里按等式法向量的秩计数，而不是按写出的等式条数计数。

若a⊤x ≤ β 对P 上所有点都成立，并且存在取等号的点，则F = {x ∈ P : a⊤x = β} 是一个面。维
数为dim(P ) − 1 的真面称为面片，零维面称为顶点。嵌入R3 的三角形的边就是它的面片，因为三
角形的维数为2 而非3。
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2.2 顶顶顶点点点与与与紧紧紧约约约束束束

定定定义义义2.2. 若x ∈ P 不能表示为不同的u, v ∈ P 的非平凡凸组合x = λu + (1 − λ)v（0 < λ < 1），
则称x 为极点或顶点。在x 处取等号的约束称为紧约束。

定定定理理理2.3 (顶点判据). 设P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}，其中等式用一对不等式表示。可行点x 是顶点，
当且仅当其紧约束的法向量张成Rn；等价地，存在n 个独立的紧约束唯一确定x。

证证证明明明. 若紧约束法向量的秩小于n，可选非零向量d 与它们全部正交。所有非紧约束均有正的松弛
量，且约束只有有限条，因此存在足够小的ε > 0，使x + εd 和x − εd 都可行。x 是这两个不同点
的中点，所以不是顶点。

反之，设n 个独立紧约束组成Bx = b′，且x = λu + (1 − λ)v，其中u, v 可行。若一个不等式
在非平凡凸组合处取等号，则它在两个端点处都必须取等号，否则凸组合处将有正松弛量。因
此Bu = Bv = b′。由B 非奇异，得到u = v = x。

这个判据也适用于退化顶点：紧约束可能超过n 条，但只需要其中n 条独立即可。在低维多胞体
中，定义仿射包的等式也对环境空间中的秩作出贡献。

定定定理理理2.4 (多胞体是其顶点的凸包). 非空多胞体的顶点个数有限，且该多胞体等于其顶点的凸包。
因此，每个线性目标都存在一个顶点最优解。

证证证明明明. 顶点判据中n 个独立紧约束的选法有限，每种选法至多确定一个顶点。对任意非顶点x，如
上选择与其紧约束正交的方向。由于有界性，这条直线上的可行部分是一个有界闭区间，其两个
端点u, v 可以凸组合得到x。每个端点都新增了一个与原有紧约束独立的紧约束：原法向量张成空
间中的约束无法限制沿该方向的移动。在非顶点端点上重复这一过程，每条分支的紧约束秩都严
格增加，至多增加n 次后就终止，得到顶点的凸组合。最后，线性函数在凸组合处的值就是各点
函数值的相同凸组合，因此至少有一个顶点不劣于该凸组合。

注注注2.5. 上述凸包结论中的有界性不可省略。无界多面体可以包含射线，而仿射直线甚至没有顶
点。另外，当最优面不止一个点时，LP 求解器可能返回非顶点最优解。顶点的整数性并不意味着
任意求解器返回的每个最优解都是整数解。

2.3 整整整数数数多多多胞胞胞体体体与与与精精精确确确表表表述述述

对可行集合族S，定义其组合多胞体

PS = conv{χS : S ∈ S}.

在该多胞体上优化任意线性函数，与在原离散对象上优化具有完全相同的最优值。困难在于如何
有效描述这个凸包。匹配多胞体、生成树多胞体和旅行商多胞体都属于这一构造，但它们的描述
复杂度与算法后果大不相同。

定定定义义义2.6. 若一个多胞体的全部顶点都属于Zn，则称其为整数多胞体。对于包含于[0, 1]n 的多胞
体，这等价于所有顶点均为0–1 向量。

定定定理理理2.7 (由整数性推出精确性). 设多胞体Q ⊆ [0, 1]n 满足Q ∩ {0, 1}n = {χS : S ∈ S}。若Q 是整
数多胞体，则Q = PS。

证证证明明明. 每个可行示性向量都属于Q，故由凸性有PS ⊆ Q。反之，Q 的每个顶点都是0–1 点，因此
是某个可行集合的示性向量。又因为Q 是其顶点的凸包，得到Q ⊆ PS。

证明整数点恰好对应合法对象，通常是建模中较容易的部分；证明没有额外的分数顶点，往往才
是核心定理。下一单元将介绍两种方法：对分数点作正反向扰动，以及利用全幺模矩阵的行列
式。
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2.4 描描描述述述规规规模模模与与与算算算法法法

总可以用全部支撑不等式形式化地描述凸包：

w⊤x ≤ max
S∈S

w⊤χS 对任意w ∈ Rn.

但这还不是算法，因为计算右端就是原优化问题。必须区分规模为多项式的显式表述，以及规模
虽为指数、却配有高效分离判定器的表述。第四单元研究分离，第八单元研究增加变量能否缩小
表述规模。

方法 几何思想 复杂度视角

单纯形法 在相邻基或顶点之间移动。 常见换基规则有指数级最坏情形；需处理
退化。

椭球法 利用分离不断缩小外包椭球。 在通常的有理编码假设下具有多项式位复
杂度。

内点法 沿受控的内部点序列前进。 存在多项式时间算法，且有良好的实际表
现。

“多项式时间”允许依赖系数的二进制编码长度。强多项式时间进一步要求算术运算次数仅由组合
维度的多项式控制，同时中间数的编码长度保持多项式有界。这个区别解释了课件为何单独提出
强多项式LP 问题。后续将把LP 可解性作为工具，同时明确规模和精度假设。

3 课课课后后后独独独立立立练练练习习习

1. 把max(2u − v)，约束为u + v = 3、u − 2v ≤ 4、u ∈ R、v ≥ 0，转换为形式 (1.1)，并说明如何
恢复原最优值。

2. 列出 (1.2) 的所有顶点，写出各点的紧约束和目标值。哪些边界直线交点不可行？

3. 分别给出具有无穷多个最优解的有界LP，以及可行域无界但具有唯一有限最优解的LP。

4. 对线段{(t, t, 0) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ R3，求其维数、顶点及每个顶点处的独立紧约束。

5. 在边权均为1 的三角形上，比较匹配整数规划的最优值与每条边取xe = 1/2 时的目标值。这说
明该松弛具有怎样的整数性？

6. 设Q 为整数多胞体，而求解器返回分数最优点。解释为何仍存在整数最优解，并说明如何在最
优面上依次优化坐标来选出一个顶点。

来来来源源源与与与阅阅阅读读读说说说明明明

主要依据：授课教师的课件文件夹

1.LPFoundations

Topics.tex.
选读部分对应课件中的选讲内容（如有）。补充的例子和练习服务于课后阅读，不占用新的授课
讲次。

课程网站. 网站上前段课程的讲义用于参考组织方式与展开程度，本专题的内容仍以线性规划课件
为准。
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