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学学学习习习目目目标标标与与与阅阅阅读读读路路路线线线

只有能够恢复最优离散对象时，LP 松弛才能给出精确算法。本单元用两种互补方法证明整数性：
二分匹配的几何扰动论证，以及全幺模矩阵的行列式论证。

1. 证明二分匹配松弛中的每个分数点都不是顶点。

2. 解释一般图匹配为什么需要奇集约束。

3. 证明全幺模性蕴含整数性的定理，并用于网络流和区间调度。

第一、第二部分是主线内容。一般图完美匹配的证明及拟阵部分为选读，对应课件附录。它们进
一步展示同一原则：分数点无法拥有足够多的独立紧约束来成为顶点。对任意边集或元素集F，
记x(F ) =

∑
e∈F xe。
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1 第第第一一一部部部分分分：：：匹匹匹配配配多多多胞胞胞体体体

1.1 二二二分分分匹匹匹配配配多多多胞胞胞体体体定定定理理理

设G = (L ⊎ R, E) 为有限二分图。匹配是任意两条边不共用端点的边集。最大权匹配的自然松弛
为

max
∑
e∈E

wexe 约束为 x(δ(v)) ≤ 1 (v ∈ L ∪ R), xe ≥ 0 (e ∈ E).

每条边都有端点，因此度约束隐含xe ≤ 1，可行域有界。它的0–1 点恰好是匹配的示性向量，剩下
的任务就是排除分数顶点。

定定定理理理1.1. 二分匹配多胞体满足

conv{χM : M 是匹配} = {x ≥ 0 : x(δ(v)) ≤ 1，对所有v}.

证证证明明明. 取分数可行向量x，令H 为满足0 < xe < 1 的边构成的子图。若H 含环，则二分性保证该
环为偶环。沿环交替赋予+1, −1, +1, −1, . . .，其他边赋0，得到非零方向d。每个环上顶点处的两
项变化相互抵消。取足够小的ε > 0，则x + εd 与x − εd 都保持非负，且所有度和不变，因此x 不
是顶点。

若H 为森林，取一个含边连通分量中两个叶子之间的路径，再沿路径交替赋号。内部顶点的度和
不变。在端点处，恰有一条关联边是分数边，且不可能存在值为1 的关联边，否则与那条正分数
边相加会超过1；其余关联边的值因而都为0，端点度和严格小于1。取ε 小于两端松弛量以及维持
路径上非负性所需的正值，则正反两个扰动均可行。两种情形都将x 表示成不同可行点的中点，
所以所有顶点均为整数点。由第一单元的整数性判据即得结论。

+ε

−ε

+ε

−ε

每个顶点处的变化相消。
将所有符号反转得到另一个点。

这一整数性证明与边权无关，因此也适用于任意边权。问题陈述中的正权假设只是方便条件，并
非整数性所必需。算法上，求解LP 并选取一个最优顶点，坐标为1 的边就是所求匹配。

1.2 一一一般般般图图图为为为什什什么么么需需需要要要更更更多多多约约约束束束

在三角形上，每条边赋值1/2 满足所有度约束，单位边权下总值为3/2，而任何匹配的大小至多
为1。交替赋号的扰动无法在奇环上首尾一致。对任何奇数大小的顶点集S，匹配在S 内部至多使
用(|S| − 1)/2 条边。记内部边集为E[S]。主课件中的下述定理说明，这些必要约束也足以描述匹
配凸包。

定定定理理理1.2 (一般图匹配多胞体).

conv{χM : M 是G 中的匹配} =
{

x ≥ 0 : x(δ(v)) ≤ 1 (v ∈ V ),
x(E[S]) ≤ (|S| − 1)/2 (|S| 为奇数)

}
.

奇集个数可能为指数级，因此该定理本身并未给出规模为多项式的显式LP。描述规模、分离和优
化是不同的问题，将在第四及第八单元再次讨论。

对完美匹配，每个顶点都被匹配。度约束变成等式，奇集约束可以改写成以下特别有用的形式：

xe ≥ 0, x(δ(v)) = 1 (v ∈ V ), x(δ(S)) ≥ 1 (|S| 为奇数). (1.1)

事实上，在S 中对度等式求和可得|S| = 2x(E[S])+x(δ(S))。奇割约束表达一个奇偶性事实：奇数
个顶点无法全部在内部配对。完美匹配示性向量的凸包恰好由 (1.1) 描述，后文给出选读证明。

1
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2 第第第二二二部部部分分分：：：全全全幺幺幺模模模性性性

2.1 整整整数数数性性性的的的行行行列列列式式式证证证书书书

定定定义义义2.1. 若矩阵的每个方形子矩阵的行列式都属于{−1, 0, 1}，则称其全幺模（TU，课件记
为TUM）。定义包括1 × 1 子矩阵，因此每个元素本身都属于{−1, 0, 1}。

定定定理理理2.2. 若A 全幺模且b 为整数向量，则{x : Ax ≥ b, x ≥ 0} 的每个顶点均为整数点。特别地，
若该区域有界，则它是整数多胞体。

证证证明明明. 取一个顶点，先固定其零坐标。剩余正坐标由一组独立紧约束唯一确定。在这些坐标上选
取非奇异方形子矩阵B，得到Bx′ = b′。全幺模性给出det B = ±1。由克拉默法则，

x′
j = det Bj

det B
∈ Z,

其中Bj 是把第j 列替换为整数向量b′ 后的矩阵。它的行列式为整数，但不必等于±1。补回零坐标
即可得证。

右端项必须为整数：矩阵(1) 全幺模，但等式x = 1/2 的解是分数。全幺模性是一个充分的结构条
件，并非某个特定多胞体整数性的必要条件。

2.2 闭闭闭包包包性性性质质质与与与稀稀稀疏疏疏矩矩矩阵阵阵引引引理理理

转置、交换行列，以及将任意行或列乘以−1 都保持全幺模性。添加单位行或单位列也保持全幺模
性，这可由沿该行或列展开行列式得到。因此可以加入上界、非负约束，或将等式拆成两条反向
不等式，而不破坏相应的TU 结构。

引引引理理理2.3. 若一个{0, ±1}m×n 矩阵的每行至多含一个+1 和一个−1，则该矩阵及其转置都全幺模。

证证证明明明. 对任意方形子矩阵B 按阶数归纳。若有零行，行列式为0；若有一行只含一个非零元，沿
该行展开后，行列式等于较小子矩阵行列式或其相反数。否则每行恰有一个+1 和一个−1，于
是B1 = 0，矩阵奇异。所有情形均得到行列式为0 或±1。转置不改变相应方形子矩阵的行列
式。

有向图的顶点–弧关联矩阵每列恰有一个+1 和一个−1，因此全幺模。结合整数容量界，流守恒等
式定义的多胞体具有整数顶点。这从LP 几何证明了整数最大流的存在，而不依赖增广路算法。
对二分图，从无符号顶点–边关联矩阵出发，把属于R 的行乘以−1。每个边对应的列便出现一正
一负，所以矩阵全幺模。由定理 2.2 得到定理 1.1 的第二个证明。三角形的无符号关联矩阵行列
式绝对值为2，明确展示该论证在非二分图中失效的位置。

2.3 连连连续续续的的的1 与与与区区区间间间调调调度度度

引引引理理理2.4. 每行中的1 连续出现的0–1 矩阵全幺模；每列中的1 连续出现时也成立。

证证证明明明. 任意方形子矩阵B 的每行仍具有连续的1。把列变为B1, B2 − B1, . . . , Bk − Bk−1，其中作差
使用原矩阵的列。这相当于右乘一个行列式为1 的上双对角矩阵。每段连续的1 变成一个+1 和至
多一个−1，由引理 2.3 可知det B ∈ {0, ±1}。转置即得列版本。

带权区间调度中，活动j 占据半开区间[sj , fj)，其中fj > sj，权重为wj > 0。令T 为排好序的不
同开始时刻，LP 为

max
∑

j

wjxj 约束为
∑

j:t∈[sj ,fj)
xj ≤ 1 (t ∈ T ), xj ≥ 0.

2
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只检查开始时刻就足够：对任意存在活动的时刻t，取这些活动中最晚的开始时刻s ≤ t。在t 活跃
的活动在s 也都活跃，因此利用非负性，它们的总量由s 处约束控制。每列中的1 连续出现，右端
项均为整数；每项活动出现在其自身开始时刻的约束中，所以可行域有界且整数。最优顶点就对
应最优调度。半开区间约定很重要：在t 结束的活动可以与在t 开始的活动相邻安排。LP 证明补
充了熟悉的动态规划方法，也说明时间上的顺序结构如何转化为矩阵的整数性性质。

3 课课课后后后独独独立立立练练练习习习

1. 在匹配证明的森林情形中，用路径边的分数值和端点松弛量给出ε 的一个显式正上界。

2. 计算三角形无符号关联矩阵的行列式，写出缺少的奇集约束，并说明其排除了每条边取1/2 的
向量。

3. 严格证明添加单位行保持全幺模性，并据此处理网络流弧上的整数下界和上界。

4. 对区间[0, 2), [1, 4), [2, 4) 和权重4, 7, 5 写出调度LP，求最优调度及对应最优顶点。

5. 说明为什么去掉符号条件后，“每行至多两个非零元”并不蕴含全幺模性。

6. 选做：补全下文收缩紧奇集后，奇割约束仍成立的奇偶性论证。

A 选选选读读读：：：一一一般般般图图图完完完美美美匹匹匹配配配

这里展开课件附录中的收缩证明。允许平行边，收缩产生的自环删去。记 (1.1) 的多胞体
为Q(G)。若|V | 为奇数，S = V 对应的约束使可行域为空，符合不存在完美匹配的事实。以
下设|V | 为偶数。
选取|V | + |E| 最小的反例及其分数顶点x。值为零的边可以删除；若xe = 1，它的两个端点的其他
关联边均为零，可以删去该匹配顶点对，由最小性分解剩余向量，再把e 加回。这些操作都会将x
表示为完美匹配的凸组合，产生矛盾。因此可假设每条边都满足0 < xe < 1。
此时支撑图中每个顶点的度至少为2。若度全部为2，图由环组成。奇环连通分量违反其自身的奇
割约束，剩余分量只能是偶环。每个偶环上的可行向量都可直接表示为该环两种交替完美匹配的
凸组合；对各分量取乘积分布即可分解整个向量。因此x 不能是分数顶点。

否则|E| > |V |。顶点需要|E| 个独立紧等式，而度等式至多贡献|V | 个；又因为没有紧的非负约
束，必然存在非平凡紧奇割S，满足3 ≤ |S| ≤ |V | − 3 和x(δ(S)) = 1。在一张图中收缩S，在另
一张图中收缩其补集。未收缩顶点的度和仍为1，新顶点的度和也为1。收缩图中的奇集若不含超
级顶点，直接对应原图奇集；若包含它，则用被收缩的奇数顶点集替换该点，得到的集合仍为奇
集。因此两边的诱导向量均满足相应系统。

由最小性，两边向量都能分解为完美匹配的凸组合。每个匹配恰好使用一条割边。设两边分解
权重分别为λa 和µb。固定割边e，两边使用e 的匹配总权重均为xe。将任意两个这样的匹配按权
重λaµb/xe 配对，并沿e 拼接，即得到原图的完美匹配。配对后的权重在两边都保持正确的边际分
布，从而恢复全部原始边坐标；总权重为

∑
e∈δ(S) xe = 1。这给出了x 的凸分解，与其为分数顶点

矛盾。

为为为什什什么么么需需需要要要按按按割割割边边边耦耦耦合合合

若在两张收缩图中独立抽取匹配，选中的割边可能不同，因而无法拼接。先按共同割边条
件化，既保留两边的边际分布，又保证每次拼接都可行。

3
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B 选选选读读读：：：拟拟拟阵阵阵及及及其其其多多多胞胞胞体体体

B.1 独独独立立立性性性、、、秩秩秩与与与基基基本本本运运运算算算

定定定义义义B.1. 拟阵是二元组M = (E, I)，满足∅ ∈ I、I 对取子集封闭，以及增广性质：若I, J ∈ I
且|I| < |J |，则存在e ∈ J \ I 使I ∪ {e} ∈ I。

I 的成员称为独立集；极大独立集称为基，极小相关集称为回路。增广性质保证所有基的大小相
同。在图拟阵中，独立集是森林，连通图的基是生成树，回路是图中的环；矩阵列向量的线性无
关性给出线性拟阵；划分拟阵则限制一个划分的每个部分中最多可选的元素数。

定义r(S) = max{|I| : I ⊆ S, I ∈ I}。反复加入任意一个仍保持独立的元素，就能得到大小为r(S)
的集合；否则增广性质会与其极大性矛盾。秩函数在空集上为零，加入一个元素时只增加0 或1，
并且具有次模性：

r(A) + r(B) ≥ r(A ∪ B) + r(A ∩ B). (B.1)

一个直接证明如下：先取A ∩ B 的基，将其扩充为A 的基，再扩充为A ∪ B 的基。最后一步新加
入的元素都属于B \ A，它们与最初A ∩ B 的基一起构成B 的独立子集。因此r(A ∩ B) + r(A ∪
B) − r(A) ≤ r(B)，即 (B.1)。
反之，满足空集归一化、单元素增量为0 或1、以及次模性的集合函数，必为某拟阵的秩函数。定
义独立集为满足r(I) = |I| 的集合。由于删除一个元素至多使秩下降一，取子集仍保持该等式。若
独立集满足|I| < |J |，则r(I ∪ J) > r(I)。如果J \ I 中没有单个元素能增大秩，那么边际收益递
减会使全部加入后也不能增大秩，产生矛盾，故满足增广性质。同理，在S 内扩充到极大独立集
后，其大小必等于r(S)。

运算 含义

M \ e 删除e，保留不含e 的独立集。
M/e 对非自环元素e，I 独立当且仅当原来的I ∪ {e} 独立；秩为r/e(S) = r(S ∪ {e}) − 1。
M[S] 把基集限制在S 上。
M∗ 对偶拟阵的基为原拟阵各个基的补集；拟阵对偶与LP 对偶是不同概念。

B.2 秩秩秩不不不等等等式式式多多多胞胞胞体体体

定定定理理理B.2 (拟阵独立集多胞体).

conv{χI : I ∈ I} = Q := {x ≥ 0 : x(S) ≤ r(S)，对任意S ⊆ E}.

单元素约束给出xe ≤ 1，因此Q 有界，其0–1 点恰好对应独立集。下面展开课件中的紧集链证
明，明确其中的秩论证。

证证证明明明. 假设存在基集最小的反例及其分数顶点x。坐标xe = 0 时可归约为删除；坐标xe = 1 时可
归约为收缩非自环元素e，因为S ∪ {e} 上的约束变成x(S) ≤ r(S ∪ {e}) − 1。反过来，收缩后的约
束也蕴含不含e 的约束，因为r(S ∪ {e}) − 1 ≤ r(S)。较小拟阵的多胞体是整数的，故这两种情形
都不可能产生分数顶点。于是可设所有e 都满足0 < xe < 1。
若x(S) = r(S)，称S 为紧集。若A, B 都是紧集，则

x(A) + x(B) = r(A) + r(B) ≥ r(A ∪ B) + r(A ∩ B) ≥ x(A ∪ B) + x(A ∩ B).

由集合求和的容斥恒等式，首尾两式相等，故所有不等式均取等号，A ∪ B 与A ∩ B 也是紧集。

取一条由非空紧集组成的最长严格包含链C。断言链中集合的示性向量张成全部紧集的示性向量。
否则，选取不在此张成空间中的紧集B，使其与链中集合互不包含的个数最少。若该个数为零，

4
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则可把B 插入链中，与最长性矛盾。否则选一个与B 互不包含的T ∈ C。B ∩ T 与B ∪ T 都紧，且
各自的冲突数都更少：位于T 下方的链元素与B ∪ T 可比，位于T 上方的链元素与B ∩ T 可比，
两种操作都不会产生新冲突。由最小性，它们的示性向量都在链张成空间内。然而

χB = χB∪T + χB∩T − χT ,

与B 的选择矛盾。

在所有坐标严格介于0 和1 之间的顶点处，紧秩约束必须张成RE。因此该链必须有|E| 个非空成
员；这样的严格链每步恰好增加一个元素，并终止于E。相邻紧等式相减后，每个坐标都等于两
个整数秩之差，所以全部坐标为整数，与0 < xe < 1 矛盾，定理得证。

B.3 基基基、、、生生生成成成树树树与与与拟拟拟阵阵阵交交交

添加x(E) = r(E) 即选出由基的凸组合构成的面；它是面，但未必是面片。对于连通图，图拟阵
秩为r(F ) = |V | − cc(V, F )，其中孤立顶点也计作连通分量。其基多胞体为

x ≥ 0, x(E) = |V | − 1, x(E[S]) ≤ |S| − 1 (∅ ̸= S ⊆ V ).

对于任意边集F，在(V, F ) 的各连通分量顶点集上求和这些约束，再利用非负性与F ∩ E[S] ⊆
E[S]，就能恢复其秩约束。这说明生成树只需考虑顶点子集。

定定定理理理B.3 (拟阵交；不证明). 对同一基集上的两个拟阵，

PM1 ∩ PM2 = conv{χI : I ∈ I1 ∩ I2}.

若进一步要求公共独立集是其中一个拟阵的基，则相当于再与该拟阵的基多胞体所在面取交。

这是一个特殊的结构定理：任意两个整数多胞体的交未必整数。二分匹配是两个划分拟阵的公共
独立集，一个按左侧顶点的关联边划分，另一个按右侧顶点划分。以r 为根的有向生成树，则是
底层无向图拟阵的一个基，同时在限制v ≠ r 入度至多为一、r 入度为零的划分拟阵中独立。满足
这些入度条件的生成树，从r 到每个顶点都有有向路径。这些应用说明不同组合限制如何结合而
不丧失整数性。

来来来源源源与与与阅阅阅读读读说说说明明明
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