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学学学习习习目目目标标标与与与阅阅阅读读读路路路线线线

即使无法列出全部约束，LP 仍可能有算法价值。第一部分用寻找违反约束的算法替代显式约束
表；第二部分利用同样的路径不等式连接流与割，再用LP 对偶证明有限零和博弈的极小极大定
理。

1. 为路径覆盖约束实现分离判定器。

2. 证明割多胞体定理，包括从逐坐标支配补全为精确凸组合的步骤。

3. 从LP 表述与舍入推导最大流最小割及极小极大定理。

选读附录展开课件中的生成树分离练习和椭球体积论证。下文除特别说明外，所有容量与边长均
非负。

目目目录录录

1 第第第一一一部部部分分分：：：分分分离离离判判判定定定器器器与与与割割割多多多胞胞胞体体体 1
1.1 寻找被违反的不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 把割定义为删边集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 阈值舍入与精确边际概率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 第第第二二二部部部分分分：：：网网网络络络流流流与与与零零零和和和博博博弈弈弈 2
2.1 流的两种表述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 由对偶得到最大流最小割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.3 有限零和博弈 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

3 课课课后后后独独独立立立练练练习习习 3

A 选选选读读读：：：生生生成成成树树树与与与匹匹匹配配配的的的分分分离离离 3
A.1 通过闭包网络分离生成树约束 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
A.2 奇割与冗余约束 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

B 选选选读读读：：：椭椭椭球球球体体体积积积计计计算算算 4

i



Advanced Algorithms 2026 LP module / Lecture 4

1 第第第一一一部部部分分分：：：分分分离离离判判判定定定器器器与与与割割割多多多胞胞胞体体体

1.1 寻寻寻找找找被被被违违违反反反的的的不不不等等等式式式

定定定义义义1.1. 集合P ⊆ Rn 的分离判定器输入候选点z，或者确认z ∈ P，或者返回a, β，使所有x ∈ P
都满足a⊤x ≤ β，但a⊤z > β。它必须返回有效的分离不等式，而不只是回答“不在集合内”。

对显式给出的多项式规模LP，只需检查每一行。对指数规模约束族，关键是无需枚举就能寻找最
大违反程度。判定器的运行时间必须计入有理查询点的编码长度。

椭椭椭球球球可可可行行行性性性算算算法法法：：：几几几何何何概概概要要要

1. 从一个包含目标可行集的椭球开始。

2. 查询椭球中心；若可行则返回。

3. 否则保留分离超平面中包含可行集的一侧，并用体积更小的椭球包住相应的过中心半椭
球。

4. 结合定量的半径、精度与终止界重复。

优化可以通过加入试探目标约束（如c⊤x ≤ γ）归约为可行性，这条新约束本身可直接检查。在通
常的有理编码和规模界条件下，并适当处理低维集合，分离能够导出多项式时间优化。仅有几何
概要还不是完整的位复杂度证明，附录将解释体积界及其假设。

1.2 把把把割割割定定定义义义为为为删删删边边边集集集合合合

设G = (V, E) 为有向图，s, t 是不同终端。本处的s–t 割指删去后能破坏全部有向s–t 路径的任意
边集C。因此割的超集仍是割。这个约定比要求C 恰等于某个顶点集的出边边界δ+(S) 更宽。

定定定理理理1.2 (割多胞体的路径描述). 令P 为全部简单有向s–t 路径，则

conv{χC : C 是s–t 割} = Q := {x ∈ [0, 1]E : x(P ) ≥ 1，对任意P ∈ P}.

割会命中每条路径，故其示性向量满足这些约束。进行分离时，先检查0 ≤ xe ≤ 1，再以xe 为边
长求最短s–t 路径；长度小于1 的路径就是违反的约束，否则所有路径约束均成立。若不存在路
径，则没有路径约束可能被违反。

1.3 阈阈阈值值值舍舍舍入入入与与与精精精确确确边边边际际际概概概率率率

定定定理理理 1.2 的的的证证证明明明. 对可行x，令d(v) 为从s 出发的最短路距离并截断在1；不可达顶点也赋距
离1。于是d(s) = 0、d(t) = 1，且每条弧uv 满足d(v) − d(u) ≤ xuv。在(0, 1) 中均匀选择θ，
令Sθ = {v : d(v) ≤ θ}，并取Cθ = δ+(Sθ)，这必为s–t 割。

puv := P[uv ∈ Cθ] = max{d(v) − d(u), 0} ≤ xuv.

这只证明了EχCθ ≤ x，还没有得到等号。为了完成凸包证明，在边e 未出现时，以如下概率独立
加入它：

qe = xe − pe

1 − pe
当pe < 1.

若pe = 1，则必有xe = 1，无需改变。扩充后的C ′ 仍是割，且P[e ∈ C ′] = pe + (1 − pe)qe = xe。边
集总数有限，因此该分布将x 精确表示为割示性向量的凸组合。

1
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阈阈阈值值值舍舍舍入入入的的的两两两种种种不不不同同同用用用途途途

对非负成本目标，逐坐标支配已经足以证明存在一个成本不超过分数解的阈值割；若要证
明整个可行域等于所有删边割的凸包，还需精确边际概率，因此必须补上扩充步骤。

2 第第第二二二部部部分分分：：：网网网络络络流流流与与与零零零和和和博博博弈弈弈

2.1 流流流的的的两两两种种种表表表述述述

弧流变量fe 满足0 ≤ fe ≤ ce，并在除s, t 以外的每个顶点满足流守恒，以进入t 的净流量为最大化
目标。这种表述每条弧一个变量，规模紧凑。为了理解对偶，另一种表述更直观：在每条简单s–t
路径上放置非负流量fP。

max
∑
P ∈P

fP min
∑
e∈E

ceye

约束为
∑
P ∋e

fP ≤ ce (e ∈ E) 约束为
∑
e∈P

ye ≥ 1 (P ∈ P)

fP ≥ 0 ye ≥ 0.

(2.1)

路径流解可以直接产生弧流。反过来，具有非负流值的非负弧流可分解成s–t 路径与有向环；每
次找到一条路径或环，减去其最小剩余流量，就会使至少一条正流弧消失。丢弃环不会增加任何
弧上的用量，也不改变净流值。因此两种表述的最优值相同。

左侧是装箱型LP：各条路径流竞争弧容量。其对偶为每条边赋非负长度，使所有s–t 路径长度至
少为1。对偶虽有指数条约束，但可使用最短路分离判定器。实际计算中紧凑弧LP 往往更方便，
路径LP 则使定理结构更清晰。

2.2 由由由对对对偶偶偶得得得到到到最最最大大大流流流最最最小小小割割割

定定定理理理2.1. 对具有非负有限容量的有限有向网络，最大s–t 流值等于最小s–t 割容量。

证证证明明明. 式 (2.1) 的原始问题在零流处可行且有界，故由强对偶，它的最优值等于有限的对偶最优
值。给定任意对偶可行y，以y 为边长定义截断距离，再如前选择随机阈值割。每条边跨割的概率
至多为ye，因此

E[c(Cθ)] ≤
∑

e

ceye.

存在某个阈值割的容量不超过对偶最优值。另一方面，每个割示性向量都对偶可行，因此对偶最
优值不超过最小割。两个方向迫使相等。若y 最优，则每个以正概率出现的阈值割都最优：它们
不可能比最小割更便宜，而平均值又不超过最小割。

这个证明区分了两种整数性事实：容量为整数时，由全幺模性可得整数最优流；但最优割向量的
整数性对任意非负实容量都成立，它来自阈值舍入，而不是容量的整数性。

2.3 有有有限限限零零零和和和博博博弈弈弈

令M ∈ Rm×n 为收益矩阵。行玩家希望最小化收益，列玩家希望最大化收益。混合策略是概率分
布：x ∈ ∆m = {x ≥ 0 : 1⊤x = 1}、y ∈ ∆n。双方独立按混合策略行动时，期望收益为x⊤My。
面对固定x，列玩家可以选择纯最优回应，因为加权平均不会超过最大的列收益；同理，面对固
定y，某个纯行可以达到最小行收益。因此两种先后顺序的值分别为

min
x∈∆m

max
j

x⊤M·j , max
y∈∆n

min
i

Mi·y.

2
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定定定理理理2.2 (极小极大定理).

min
x∈∆m

max
y∈∆n

x⊤My = max
y∈∆n

min
x∈∆m

x⊤My =: V. (2.2)

证证证明明明. 行玩家的优化问题及其对偶为

min R max C
约束为 M⊤x ≤ R1 约束为 My ≥ C1

1⊤x = 1, x ≥ 0 1⊤y = 1, y ≥ 0,
R ∈ R C ∈ R.

自由变量R 迫使对偶满足归一化1⊤y = 1，原始归一化等式则产生自由变量C。两个规划都可行，
且值介于矩阵最小和最大元素之间。强对偶即得 (2.2)。

最优策略x∗, y∗ 构成鞍点：

x∗⊤My ≤ x∗⊤My∗ = V ≤ x⊤My∗ (x ∈ ∆m, y ∈ ∆n).

每个玩家都能在不知道对手所选策略的情况下保证博弈值。这并不意味着所有策略都最优，也
不意味着纯策略足够。石头–剪刀–布中，双方均匀混合可得到零值，而一个暴露的纯策略会被利
用。

互补松弛进一步刻画均衡：

x∗
i > 0 =⇒ Mi·y

∗ = V, y∗
j > 0 =⇒ x∗⊤M·j = V.

因此，每个以正概率使用的纯行动，对对手的最优策略都具有相同收益。未使用的行收益可以更
大，未使用的列收益可以更小，与各自优化方向一致。第七单元将用乘法权重更新近似求解该均
衡。

3 课课课后后后独独独立立立练练练习习习

1. 在自选图上实现割分离判定器，为某个分数候选点找出被违反的路径约束。

2. 构造某个坐标满足EχCθ < x 的例子，并计算扩充概率qe。

3. 说明如何通过排序不同距离去随机化阈值割选择：在每对相邻距离之间取一个阈值并计算割
值。

4. 求解零和博弈M =
(

1 −1
−1 1

)
，验证鞍点不等式。

5. 利用第三单元的符号规则直接推导两个博弈LP，说明对任意收益矩阵为什么不能要求R, C 非
负。

6. 选做：验证下文用于生成树分离的最小割归约，包括为什么需要强制一个顶点被选中。

A 选选选读读读：：：生生生成成成树树树与与与匹匹匹配配配的的的分分分离离离

A.1 通通通过过过闭闭闭包包包网网网络络络分分分离离离生生生成成成树树树约约约束束束

先检查x ≥ 0与x(E) = |V |−1。被违反的生成树约束满足x(E[S]) > |S|−1。枚举一个顶点r ∈ S，
赋顶点成本wr = 0、wv = 1（v ̸= r），然后最大化∑

e∈E[S]
xe −

∑
v∈S

wv, r ∈ S.

3
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建立网络：源点a、汇点b，每条原边及每个原顶点各对应一个结点；加入容量为xe 的弧a → e，
对e = uv 加入容量为H 的弧e → u, e → v，并加入容量为wv 的弧v → b。再加入容量为H 的
弧a → r，取H >

∑
e xe +

∑
v wv。最小割不会切断H-弧，因此源侧边结点的两个端点也必须在源

侧，且r 在源侧。固定所选顶点集S 后，最便宜的选择会把全部内部边结点放在源侧，割容量变
为 ∑

e

xe −
∑

e∈E[S]
xe +

∑
v∈S

wv.

它小于
∑

e xe 当且仅当S 违反某条生成树约束。对所有r 重复即可。无自环图中单点集不可能产生
正收益，因此该测试自动找到大小至少为二的集合。这展开了课件中“最密子图归约到最大流”的
提示。

A.2 奇奇奇割割割与与与冗冗冗余余余约约约束束束

对完美匹配，先检查非负性和度等式，再以xe 为容量寻找最小容量奇割。无向容量图的Gomory–
Hu 割树可以完成此事：在删除后产生奇数顶点侧的树边中取最小权重，其基本图割就是最小奇
割。这里总顶点数为偶数。其奇偶性原因是，这些奇侧树边构成的边集在每个树顶点处的度均
为奇数，因此任何奇顶点集都至少跨越其中一条。对这样跨越候选奇割的树边uv，其权重是最
小u–v 割值，所以不超过该候选奇割容量。约束描述不必无冗余。生成树系统中，若诱导子图不
连通，其约束可由各连通分量的约束相加得到；若诱导连通子图有桥且至少三个顶点，则可将桥
两侧的约束与桥边界xe ≤ 1 相加。在仿射包内，只有无冗余描述才与面片一一对应。

B 选选选读读读：：：椭椭椭球球球体体体积积积计计计算算算

可逆仿射变换保持体积比，并把过中心半椭球变为半单位球{x : ∥x∥2 ≤ 1, x1 ≥ 0}。对维
数n ≥ 2，取

c = 1
n + 1 , a = n

n + 1 , b = n√
n2 − 1

.

以(c, 0, . . . , 0) 为中心、半轴为(a, b, . . . , b) 的椭球包含半球。事实上，对t = x1 ∈ [0, 1]
且
∑

i≥2 x2
i ≤ 1 − t2，

(t − c)2

a2 + 1 − t2

b2 = 1 − 2(n + 1)
n2 t(1 − t) ≤ 1.

其体积与单位球体积之比为abn−1。利用ln(1 + u) ≤ u，

ln(abn−1) = ln n

n + 1 + n − 1
2 ln n2

n2 − 1

≤ − 1
n + 1 + n − 1

2(n2 − 1) = − 1
2(n + 1) .

经过N 次未成功的迭代，外包体积至多缩小为原来的exp(−N/(2(n + 1)))。若初始区域包含于半
径R 的球，且每个非空目标区域都包含半径r 的球，则

N > 2n(n + 1) ln(R/r)

会使剩余目标非空变得不可能。因此判定器调用次数为O(n2 log(R/r))。一维情形使用区间二分。

体体体积积积论论论证证证中中中不不不能能能自自自动动动成成成立立立的的的条条条件件件

低维非空多胞体的环境空间体积为零，也不包含正半径的环境球。因此内半径保证需要通
过仿射包归约、受控加厚或完整的有理LP 理论来处理，有限精度更新也需要单独分析。上
面的几何次数界本身并不是对任意判定器表示凸集的完整算法证明。

4
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来来来源源源与与与阅阅阅读读读说说说明明明

主要依据：授课教师的课件文件夹

4.SeparationAndApplications

Topics.tex 与Optional.tex.
选读部分对应课件中的选讲内容（如有）。补充的例子和练习服务于课后阅读，不占用新的授课
讲次。

课程网站. 网站上前段课程的讲义用于参考组织方式与展开程度，本专题的内容仍以线性规划课件
为准。
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