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学学学习习习目目目标标标与与与阅阅阅读读读路路路线线线

最后一讲将松弛方法从线性规划推广到半正定规划。第一部分建立矩阵语言与最大割松弛；第二
部分用随机超平面对向量解舍入，并证明近似保证。半正定规划对偶作为选读内容提供。

• 理解半正定性的二次型、谱分解和Gram 矩阵刻画之间的等价性。

• 将最大割写成SDP，并用负特征值方向分离非半正定矩阵。

• 推导“夹角除以π”的切割概率与常数αGW。

预备知识为初等线性代数、实对称矩阵的谱定理、期望，以及第4 讲的分离判定器观点。下文边
权均非负；课件中的无权图即所有边权为一的特例。

目目目录录录

1 第第第一一一部部部分分分：：：从从从割割割到到到半半半正正正定定定矩矩矩阵阵阵 1
1.1 最大割与二分之一近似基准 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 朴素线性松弛为何不足 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 将正负符号替换为单位向量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.4 半正定矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.5 矩阵表述与分离 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 第第第二二二部部部分分分：：：Goemans–Williamson 随随随机机机超超超平平平面面面舍舍舍入入入 2
2.1 舍入算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 夹角引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.3 近似常数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.4 一个完整的三角形例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.5 精度、概率与困难性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.6 课后练习 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

A 选选选读读读：：：半半半正正正定定定规规规划划划对对对偶偶偶 5
A.1 对偶锥与弱对偶 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
A.2 推导及其与LP 的关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

i



Advanced Algorithms 2026 LP module / Lecture 9

1 第第第一一一部部部分分分：：：从从从割割割到到到半半半正正正定定定矩矩矩阵阵阵

1.1 最最最大大大割割割与与与二二二分分分之之之一一一近近近似似似基基基准准准

给定无自环无向图G = (V, E) 及边权we ≥ 0，最大割问题要求将顶点划分为(S, V \ S)，使跨越两
侧的边权和最大。记W =

∑
e we。互补问题Min-Uncut 最小化两端位于同侧的边权和，也就是使

图成为二部图所需删除边的最小权重。二者精确最优值之和为W，但一个问题的乘法近似保证不
能按同一因子直接转移到另一个问题。

命命命题题题1.1. 存在简单的随机1/2 近似算法，也存在具有同样保证的确定性贪心算法。

证证证明明明. 独立地以1/2 的概率将每个顶点放到任意一侧。每条边跨越两侧的概率为1/2，故期望割权
重为W/2 ≥ OPT /2。贪心算法则按任意顺序处理顶点，将下一个顶点放在使其连接已处理顶点
的边中至少一半权重被切开的那一侧。每条边在第二个端点被放置时计费，最终至少切开总权重
的一半。

另一种证明使用局部搜索：若移动任意一个顶点都不能改善割，则每个顶点连接另一侧的边权至
少等于连接同侧的边权。对所有顶点求和，得到割权重至少为W/2。对于无权图，每次改进都使
整数割大小增加，因此最多进行|E| 次移动。这个迭代次数界不能直接推广到任意二进制编码边
权。

1.2 朴朴朴素素素线线线性性性松松松弛弛弛为为为何何何不不不足足足

一种看似自然的编码采用分侧变量yv ∈ [0, 1] 和割变量xuv，要求xuv ≤ |yu − yv|。这既不是线性
约束，也不是凸约束：点(yu, yv, xuv) = (1, 0, 1/2) 和(0, 1, 1/2) 都可行，而中点(1/2, 1/2, 1/2) 不
可行。若改为xuv ≥ |yu − yv|，虽然可以线性化，却反转了所需关系。一个有效LP 为每对顶点设
置xuv ∈ [0, 1]，并加入

xuv + xvw + xuw ≤ 2 (u, v, w 互异).

任意割至多切开一个三角形的两条边，所以所有割都可行。然而，在无三角形图上，将图中的边
赋值为一、非边赋值为零，就满足所有这些约束，并取得目标值W。无权情形下，存在最大割任
意接近|E|/2 的无三角形图，故该松弛的整数间隙可接近二。这一存在性结论可由足够稀疏的随
机图再删除三角形证明；并非每个无三角形图的最大割都很小，例如二部图可以切开全部边。

1.3 将将将正正正负负负符符符号号号替替替换换换为为为单单单位位位向向向量量量

用sv ∈ {−1, 1} 表示顶点v 所在的一侧。于是(1 − susv)/2 恰好是边uv 被切开的示性函数。因此

OPT = max
sv∈{−1,1}

1
2

∑
uv∈E

wuv(1 − susv).

将每个符号松弛为单位向量yv ∈ Rn，其中n = |V |：

max 1
2

∑
uv∈E

wuv(1 − ⟨yu, yv⟩) 约束为∥yv∥2 = 1 (v ∈ V ). (1.1)

将yv 取为sve1，即可嵌入任意割，所以松弛最优值至少为OPT。上述向量表述包含二次表达式；
通过Gram 矩阵换元，才能直接看出其凸性。

1
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1.4 半半半正正正定定定矩矩矩阵阵阵

定定定义义义1.2. 若实对称矩阵X 对每个实向量z 都满足zTXz ≥ 0，则称其为半正定矩阵，记为X ⪰ 0。
当X − Y ⪰ 0 时记X ⪰ Y。正定性记为X ≻ 0，要求对每个非零z 都严格为正。

定定定理理理1.3. 对实对称n × n 矩阵X，以下条件等价：

1. X ⪰ 0.

2. X 的所有特征值均非负。

3. X = V TV，其中实矩阵V 至多有n 行。

4. X =
∑n

k=1 λkqkqT
k，其中λk ≥ 0，且qk 构成标准正交基。

证证证明明明. 谱定理给出X = QΛQT。将每个特征向量代入二次型，便知半正定性蕴含λk ≥ 0。反过
来，非负特征值给出zTXz =

∑
k λk(qT

k z)2 ≥ 0。取V = Λ1/2QT 得到Gram 分解，其中零行可删
去。最后，X = V TV 蕴含zTXz = ∥V z∥2

2 ≥ 0。谱展开式只是将同一个分解逐项写出。

V 的列向量即yv，满足Xuv = ⟨yu, yv⟩。因此，任意更高维空间中的n 个向量，都可由Rn 中的向

量保持所有两两内积来表示。半正定不等于逐元素非负：
(

1 −1
−1 1

)
是半正定矩阵；逐元素非负也

不蕴含半正定，因为( 1 2
2 1 ) 有特征值−1。

1.5 矩矩矩阵阵阵表表表述述述与与与分分分离离离

对称矩阵的内积定义为A • X = tr(ATX) =
∑

u,v AuvXuv。在这个完整矩阵内积中，非对角元素计

数两次。一般SDP 具有线性矩阵目标、线性标量约束和半正定约束，例如

min C • X 约束为Ak • X ≥ bk (k ∈ [m]), X ⪰ 0.

课件中的数值例子取X = ( z1 z2
z2 z3 )，目标为5z1+6z2+7z3，约束为z1+3z2+4z3 ≥ 5、2z1+3z2+z3 ≥

10 和3z1 + 2z2 + 2z3 ≥ 7。例如，其目标矩阵为C = ( 5 3
3 7 )，非对角元素应为三，而不是六。

最最最大大大割割割的的的SDP

SDP = max 1
2

∑
uv∈E

wuv(1 − Xuv) 约束为Xvv = 1 (v ∈ V ), X ⪰ 0. (1.2)

半正定锥是凸的，因为固定z 后，每个不等式zTXz ≥ 0 都关于X 线性。(1.2) 的可行域是
紧的，因为所有元素均满足|Xuv| ≤

√
XuuXvv = 1。

要将对称矩阵X 与半正定锥分离，可寻找一个负特征值对应的特征向量z。此时zTXz < 0，而任
意半正定矩阵Y 都满足(zzT) • Y ≥ 0，这便是关于矩阵元素的分离线性不等式。其他线性约束可
以直接检查。这解释了SDP 与椭球法的联系，但数值精度与条件数仍需考虑。一般SDP 并不继承
有理LP 的全部精确可行性及最优值达到性质。对于最大割，I 在对角线等式确定的仿射空间内严
格可行，且可行域有界。标准SDP 算法可按指定精度计算近似最优可行解。下面先分析理想最优
解，再说明目标误差的影响。

2 第第第二二二部部部分分分：：：Goemans–Williamson 随随随机机机超超超平平平面面面舍舍舍入入入

2.1 舍舍舍入入入算算算法法法

将一个可行SDP 解分解为单位向量yv，并为所有顶点使用同一个随机方向。共享该方向能够保留
两两夹角的信息；若为每个顶点独立随机选边，则会丢失这些信息。

2
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随随随机机机超超超平平平面面面舍舍舍入入入

1. 随机生成g ∈ Rn，各坐标独立满足gk ∼ N(0, 1)。

2. 令S = {v : ⟨g, yv⟩ ≥ 0}，返回(S, V \ S)。

对任意固定单位向量，落在边界上的概率为零，所以等号如何处理不影响分析。无需将g 归
一化，因为只使用内积的正负号。

2.2 夹夹夹角角角引引引理理理

引引引理理理2.1. 若单位向量yu, yv 的夹角为θ ∈ [0, π]，则

P[uv 被切开] = θ

π
= arccos⟨yu, yv⟩

π
.

证证证明明明. 先假设两向量线性独立，将g 投影到它们张成的二维平面上。两个内积的正负仅依赖这一
投影。高斯分布的旋转对称性使投影方向在圆周上均匀分布。分别与两个向量内积非负的方向各
构成一个半圆，这两个半圆的对称差总角度为2θ，故概率为2θ/(2π)。若两向量相同，概率为零；
若方向相反，概率为一。这也覆盖了其余情形。

yu

yv

θ θ = 0 ⇒ p = 0
θ = π/2 ⇒ p = 1/2
θ = π ⇒ p = 1

2.3 近近近似似似常常常数数数

对一条边，记t = ⟨yu, yv⟩ = cos θ。乘以边权之前，其SDP 贡献为(1 − t)/2，而舍入后的期望贡献
为arccos(t)/π。定义

αGW = min
−1≤t<1

2 arccos t

π(1 − t) = min
0<θ≤π

2θ

π(1 − cos θ) ≈ 0.878567.

该比值在θ → 0 时趋于无穷，在θ = π 时等于一。其导数的符号与下式相同：

h(θ) = 1 − cos θ − θ sin θ, h′(θ) = −θ cos θ.

因此，h 在(0, π/2) 上从零递减为负，在(π/2, π) 上严格递增至2，后一个区间恰有一个零点，对
应唯一极小值。等价地，最小化夹角满足tan(θ/2) = θ，约为2.33112 弧度。以最小值给出的定义
是精确的，小数只是其数值近似。

定定定理理理2.2 (Goemans–Williamson 保证). 对最大割SDP 的最优解进行随机超平面舍入，得到的割C
满足

E[w(C)] ≥ αGW SDP ≥ αGW OPT .

3
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证证证明明明. 对每条满足t < 1 的边，由αGW 的定义有arccos(t)/π ≥ αGW(1 − t)/2。若t = 1，两边均为
零。乘以非负边权wuv 后求和。期望的线性性不要求各条边被切开的事件相互独立：

E[w(C)] =
∑

uv∈E

wuvP[uv 被切开]

≥ αGW
1
2

∑
uv∈E

wuv(1 − ⟨yu, yv⟩)

= αGW SDP ≥ αGW OPT .

2.4 一一一个个个完完完整整整的的的三三三角角角形形形例例例子子子

对无权三角形，每个非平凡割的值为二。将三个单位向量分别放在角度0、2π/3 和4π/3 处，每对
内积为−1/2，SDP 目标值为3 · (3/4) = 9/4。这已经最优，因为对任意三个单位向量，

1
2

∑
u<v

(1 − ⟨yu, yv⟩) = 9 − ∥y1 + y2 + y3∥2
2

4 ≤ 9
4 .

舍入时每条边以2/3 的概率被切开，因此期望割值恰为二。事实上，几乎每个超平面都会产生非
平凡割。该实例中舍入值与SDP 值的比值为2/(9/4) = 8/9，略大于通用常数。

2.5 精精精度度度、、、概概概率率率与与与困困困难难难性性性

该定理保证期望值，并不声称每次采样的超平面都能达到近似因子。独立重复并保留最好的割，
不会降低期望质量。更定量地，当OPT > 0 且0 < ε < αGW 时，由0 ≤ w(C)/ OPT ≤ 1 可得

P
[
w(C) ≥ (αGW − ε) OPT

]
≥ ε

1 − αGW + ε
.

若成功概率为p，则归一化割值的期望至多为p + (1 − p)(αGW − ε)，移项便得到上述下界。重复
采样可以放大成功概率。若OPT = 0，则每个割都是最优的。若计算得到的可行SDP 解的目标
值至少为SDP − δ，同一证明给出E[w(C)] ≥ αGW(OPT −δ)。当W > 0 时，基准界OPT ≥ W/2
允许选取与W 成比例的精度，以控制额外相对误差。实际调用数值求解器时，必须一致地处
理Gram 矩阵的可行性及归一化。原算法来自Goemans 与Williamson（1995）。课件还提到一个
条件最优性结论：假设唯一博弈猜想成立，达到任何固定的、严格大于αGW 的近似因子都是NP
困难的，参见Khot、Kindler、Mossel 与O’Donnell 的论文。据此排除多项式时间算法还使用通常
的P ̸= NP 假设；这不是无条件最优性定理。

2.6 课课课后后后练练练习习习

1. 用具体的W、最大割最优值及算法割值，说明最大割的常数近似比为何不能保证Min-Uncut 的
常数近似比。

2. 证明：对称矩阵
(

a b
b c

)
半正定，当且仅当a, c ≥ 0 且ac − b2 ≥ 0。

3. 利用负特征值，为X = ( 1 2
2 1 ) 找到一个与半正定锥分离的不等式。

4. 写出数值SDP 例子中的三个约束矩阵，并检查非对角元素中的二倍系数。

5. 验证相同、正交、反向三种向量对的切割概率。解释为什么各边被切开的事件不一定独立。

6. 改用Gram 矩阵推导三角形SDP 的最优值，再寻找达到同一上界的对偶证书。

7. 利用上面的成功概率下界，计算为了达到αGW − ε 近似比，并将失败概率控制在β ∈ (0, 1) 以
内，需要独立重复多少次？

4
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A 选选选读读读：：：半半半正正正定定定规规规划划划对对对偶偶偶

A.1 对对对偶偶偶锥锥锥与与与弱弱弱对对对偶偶偶

引引引理理理A.1. 若对称矩阵X, Z ⪰ 0，则X • Z ≥ 0。反过来，若对称矩阵Z 与每个半正定矩阵的内积
均非负，则Z ⪰ 0。

证证证明明明. 由迹的循环性质，tr(XZ) = tr(Z1/2XZ1/2) ≥ 0，因为最后一个迹中的矩阵半正定。反向
只需对每个向量z 取X = zzT，便得到zTZz ≥ 0。

考虑如下原始与对偶规划：

原始： min C • X
Ak • X ≥ bk (k ∈ [m]), X ⪰ 0;

对偶： max bTy
y ≥ 0, Z := C −

∑
k ykAk ⪰ 0.

对可行的X, y，目标差为

C • X − bTy = Z • X +
∑

k

yk(Ak • X − bk) ≥ 0.

这直接证明了弱对偶，也给出了目标相等时的互补松弛条件：Z • X = 0，并且每个k 都有yk(Ak •
X − bk) = 0。

A.2 推推推导导导及及及其其其与与与LP 的的的关关关系系系

这些不等式的Lagrange 函数为

L(X, y) = C • X +
∑

k

yk(bk − Ak • X) = bTy + Z • X, y ≥ 0.

若Z ⪰ 0，其在X ⪰ 0 上的下确界为bTy。若Z 存在负方向z，则令X = tzzT 并使t → ∞，可使下
确界为−∞。最大化这一目标下界，就得到上述对偶。这个有限维推导避免了将无限多个半正定
不等式直接当成普通有限LP 的问题。课件通过将半正定矩阵表示为秩一矩阵zzT 的非负组合，得
到同一个对偶。由谱定理，这种表示至多需要n 项，无需真正的无限求和。若所有数据矩阵都是
对角矩阵，则X ⪰ 0 保证对角元素非负，而将X 替换为其对角部分保持所有目标与约束不变。此
时原始与对偶恰好退化为熟悉的LP 对：min{cTx : Ax ≥ b, x ≥ 0} 与max{bTy : ATy ≤ c, y ≥ 0}。

注注注A.2 (强对偶需要额外条件). 与有限LP 不同，若缺少正则性条件，一般SDP 可能存在对偶
间隙或最优值无法达到的现象。对于上述不等式形式的原始问题，一个充分的Slater 条件是存
在X ≻ 0，使每个Ak • X > bk。若最优值有限，该条件保证零对偶间隙，且对偶最优值能够达
到。等式约束应保留为等式，并采用相应的相对内部条件；其对偶乘子不受符号限制。

对于最大割，令L 为加权图Laplace 矩阵。目标可写为L • X/4，对应对偶为

min
∑

v

zv 约束为Diag(z) − L/4 ⪰ 0, z ∈ Rn.

原始矩阵I 在对角线等式确定的仿射空间内严格可行；将所有zv 取为足够大的同一个数，则对偶
严格可行。因此，这个具体SDP 具备用数值上、下界证书进行验证所需的强对偶性质。在无权三
角形上，令所有zv = 3/4，对偶值为9/4，与向量构造相匹配。
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来来来源源源与与与阅阅阅读读读说说说明明明

主要依据：授课教师的课件文件夹

9.SDP

Topics.tex 与Optional.tex.
选读部分对应课件中的选讲内容（如有）。补充的例子和练习服务于课后阅读，不占用新的授课
讲次。

课程网站. 网站上前段课程的讲义用于参考组织方式与展开程度，本专题的内容仍以线性规划课件
为准。
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