
计算方法

刘景铖

计算机软件新技术国家重点实验室

南京大学
1



课程基本信息

• 教师：刘景铖
• Email：liu@nju.edu.cn
• Office hour：周四 14:00-16:00，计算机系516
• 课程主页：https://tcs.nju.edu.cn/wiki

• 数值分析（Numerical Analysis）（原书第2版）
Timothy Sauer, 机械工业出版社

参考：
– Numerical Algorithms: Methods for Computer Vision, Machine Learning, and Graphics. Justin Solomon. CRC Press

– Lx=b,拉普拉斯方程求解以及它的应用（Lx=b, Laplacian Solver and Their Algorithmic Applications）
Nisheeth K. Vishnoi
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https://tcs.nju.edu.cn/wiki
https://people.csail.mit.edu/jsolomon/share/book/numerical_book.pdf


课程QQ群
• 作业每两周发布一次
• 第二次作业已经发布
• 作业Email: cm_nju_2023@163.com
• QQ群可以讨论课程相关的问题
• 作业可以小组讨论（<=3人）

– 清晰标明合作者，及各自的贡献
– 使用了的参考资料必须注明
– 但写作必须由自己独立完成，不可照抄
– 类似地，别人提供的想法也必须注明

• 分辨合作与作弊之间的区别
– 参与讨论之前，请先花时间自己进行思考
– 避免参与你不能提供贡献的讨论
– 作弊不仅让你丧失一次学习的机会
– 还会影响你以后的自信心

• 对学术不诚信的行为零容忍
对作弊的认定参照http://www.acm.org/publications/policies/plagiarism_policy

3

mailto:cm_nju_2023@163.com


回顾

• 插值：给定数据点，找出多项式经过所有点
– 对于 𝑛个数据点，有且仅有一个
– 存在性：拉格朗日插值方法
– 唯一性：代数基本定理
– 龙格现象：等距采样
– 插值的不可预测性的应用：分享秘密、自纠错码（Reed-Solomon code）

• 函数逼近/拟合：给定函数，找出与之相近的函数（多项式）
– Weierstrass定理：对于连续函数，多项式可以任意地逼近（即使是等
距采样）

这节课：
• Chebyshev多项式
• 最小二乘法
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补充：自纠错码需要多大？(Hamming bound)

考虑自纠错码𝐶: 𝐹!" → 𝐹!#. 要处理k个字符的erasure，那么需
要𝑛 ≥ 𝑚 + 𝑘
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𝑥, 𝑥! ∈ 𝐹"#
𝐶 𝑥 , 𝐶 𝑥!

∈ 𝐹"$

𝑥, 𝑥! ∈ 𝐹"#
𝐵% 𝐶 𝑥
𝐵% 𝐶 𝑥!



补充：自纠错码需要多大？(Hamming bound)

考虑自纠错码𝐶: 𝐹"# → 𝐹"$. 要处理k个字符的erasure，那么需要𝑛 ≥
𝑚 + 𝑘

反证法：假设𝑛 ≤ 𝑚 + 𝑘 − 1
• 考虑所有的codeword的集合: 𝐶 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐹"#
• 去掉这些codeword的后面 𝑘位（投影到前面𝑚 − 1位）
• 剩下每个codeword的长度最多为𝑚 − 1
• 由Pigeon-hole principle，一定存在两个codeword在前𝑚 − 1位是相同
的，记为𝑥, 𝑥′

• 这意味着，存在𝑥, 𝑥% ∈ 𝐹"#, 𝑥 ≠ 𝑥′，使得𝐶 𝑥 和 𝐶 𝑥′ 在去掉了最后
的 𝑘位后相等

• 这与能处理k个字符的erasure的假设矛盾。
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补充：自纠错码需要多大？ (Hamming bound)

考虑自纠错码𝐶: 𝐹!" → 𝐹!#. 要处理k个字符的corruption，那么需要𝑛 ≥ 𝑚 + 2𝑘

反证法：假设𝑛 ≤ 𝑚 + 2𝑘 − 1
• 考虑所有的codeword的集合: 𝐶 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐹!"
• 去掉这些codeword的后面 2𝑘位（投影到前面𝑚− 1位）
• 剩下每个codeword的长度最多为𝑚− 1
• 由Pigeon-hole principle，一定存在两个codeword在前𝑚− 1位是相同的，记为𝑥, 𝑥′
• 这意味着，存在𝑥, 𝑥$ ∈ 𝐹!", 𝑥 ≠ 𝑥′，使得𝐶 𝑥 和 𝐶 𝑥′ 在去掉了最后的 2𝑘位后相等
• 因此，可以从𝐶 𝑥 修改最多𝑘个字符，再从𝐶 𝑥′ 修改最多𝑘个字符，将得到一样的
信息

• 从接收者的角度看，将无法区分这是由𝐶 𝑥 修改最多𝑘个字符得到的，还是从𝐶 𝑥′
修改最多𝑘个字符得到的

• 这与能处理k个字符的corruption矛盾
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回顾插值中的龙格现象

12

对连续n次可导函数𝑓，在𝑥!, … , 𝑥"上拉格朗日插值的误差

• 证明：令𝑞 𝑡 为𝑥!, … , 𝑥" , 𝑥上插值的多项式
• 则𝑞 𝑡 = 𝑃 𝑡 + 𝜆∏#$!

" 𝑡 − 𝑥# , 其中𝜆 = % & '( &
∏!"#
$ &'&!

• 考虑𝜙 𝑡 ≔ 𝑓 𝑡 − 𝑞 𝑡 ，则𝜙 𝑡 在𝑛 + 1个点处为零
• 由Rolle定理， 𝜙′(𝑡)在𝑛个点处为零
• 反复应用Rolle定理， 𝜙(")(𝑡)在区间上某个点为零
• 在该点𝜙 " 𝑐 = 0 ⇒ 𝑓 " 𝑐 = 𝑞 " 𝑐 = 𝜆𝑛!
• 整理即得误差公式

• 如何选点𝑥!, … , 𝑥"，才能最小化误差？插值的表现可否媲美函数逼近？
• 采用更多靠近边界的点

使用等距采样插值时的误差函数



Chebyshev插值基点
不失一般性地，假设函数是定义在[-1,1]上的
目标：选取𝑥!, … , 𝑥"使得

max
%∈[(),)]

| 𝑥 − 𝑥) 𝑥 − 𝑥, … 𝑥 − 𝑥# | (∗)

最小

• 定理：令𝑥- = cos ,-() .
,#

, 𝑖 = 1,… , 𝑛，得到(∗)最小值 ⁄) ,!"#

• Chebyshev多项式 𝑇# 𝑥 ≔ 2#() 𝑥 − 𝑥) 𝑥 − 𝑥, … 𝑥 − 𝑥#
• Chebyshev插值多项式：选取Chebyshev基点进行拉格朗日插值得到的多
项式
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Chebyshev多项式

等价的定义 𝑇! 𝑥 ≔ cos(𝑛 arccos 𝑥) , 𝑥 ∈ [−1,1]

这为什么是一个多项式？
• 回忆三角函数的倍角公式
• cos(𝑛𝜃)可以展开成为关于 cos 𝜃的𝑛次多项式
• 令𝑥 = cos 𝜃，则cos(𝑛𝜃)是关于𝑥的𝑛次多项式
• cos 𝑛𝜃 = cos(𝑛 arccos 𝑥)

𝑇" 𝑥 = 1
𝑇# 𝑥 = 𝑥

𝑇$ 𝑥 = cos 2𝜃 = 2 cos$ 𝜃 − 1 = 2𝑥$ − 1
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Chebyshev多项式

等价的定义 𝑇" 𝑥 ≔ cos(𝑛 arccos 𝑥) , 𝑥 ∈ [−1,1]
令𝑥 = cos 𝜃

𝑇# 𝑥 = 1
𝑇! 𝑥 = 𝑥

𝑇$ 𝑥 = cos 2𝜃 = 2 cos$ 𝜃 − 1 = 2𝑥$ − 1

应用倍角公式：
𝑇"%! 𝑥 = cos 𝑛𝜃 + 𝜃 = cos 𝑛𝜃 cos 𝜃 − sin 𝑛𝜃 sin 𝜃
𝑇"&! 𝑥 = cos 𝑛𝜃 − 𝜃 = cos 𝑛𝜃 cos 𝜃 + sin 𝑛𝜃 sin 𝜃

两式相加
𝑇"%! 𝑥 + 𝑇"&! 𝑥 = 2 cos 𝑛𝜃 cos 𝜃 = 2𝑥𝑇" 𝑥

递归关系
𝑇"%! 𝑥 = 2𝑥𝑇" 𝑥 − 𝑇"&! 𝑥
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Chebyshev多项式

等价的定义 𝑇! 𝑥 ≔ cos(𝑛 arccos 𝑥) , 𝑥 ∈ [−1,1]
一些观察：
• 次数为𝑛，最高次项的系数是2!%#

• 𝑇! 1 = 1, 𝑇! −1 = −1 !

• 𝑇! 𝑥 ≤ 1

• 𝑇! 𝑥 的零点恰好是 𝑥& = cos $&%# '
$!

, 𝑖 = 1,… , 𝑛
Øcos 𝑛𝜃 = 0 iff 𝑛𝜃 = 2𝑖 − 1 ⋅ !

"
, 𝑖 = 1,… , 𝑛

• 𝑇! 𝑥 在-1到1之间来回往返n+1次，分别在
cos 0, cos '

!
, … , cos !%# '

!
, cos 𝜋
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Chebyshev多项式
观察：𝑇# 𝑥 在-1到1之间来回往返n+1次，分别在
cos 0, cos .

#
, … , cos #() .

#
, cos 𝜋

Chebyshev定理：令𝑥- = cos ,-() .
,#

, 𝑖 = 1,… , 𝑛，得到 max
%∈[(),)]

𝑥 − 𝑥) (
)

𝑥 −
𝑥, …(𝑥 − 𝑥#)最小值 ⁄) ,!"#

证明：
• 假设有另一组𝑥-的选择，使得𝑃# 𝑥 ≔ 𝑥 − 𝑥) 𝑥 − 𝑥, …(𝑥 − 𝑥#)在[-1,1]
上有更小的极大值。换言之， ∀𝑥 ∈ −1,1 , |𝑃# 𝑥 | < ⁄) ,!"# 。

• 考虑𝑃# 𝑥 − 𝑇# 𝑥 /2/()，则在n+1个点上的符号是正负交替的。因此
𝑃# 𝑥 − 𝑇# 𝑥 /2/()有n个零点。

• 注意到 𝑃# 𝑥 和 𝑇# 𝑥 /2/()都是首1的多项式（最高次系数为1）
• 𝑃# 𝑥 − 𝑇# 𝑥 /2/()的次数最多为n-1次，这与𝑃# 𝑥 − 𝑇# 𝑥 /2/()有𝑛个
零点矛盾。（除非𝑃# 𝑥 − 𝑇# 𝑥 /2/()为零多项式）
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函数逼近与插值

Weierstrass 定理: 对于连续函数𝑓，多项式可以任意地逼
近，衡量误差的是无穷范数：

一般来说，要找最佳一致逼近的多项式是比较困难的

• 但可以找到与最佳一致逼近的多项式表现相差不大的
• 通过Chebyshev点插值得到的𝑛次多项式，与最佳一致
逼近的𝑛次多项式之间，在无穷范数上只差𝑂(log 𝑛)
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𝑓 − 𝑝 ! ∶= sup
"
|𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥)|



函数逼近理论在计算机科学
更快的算法:
• 更快地模拟随机游走
• 迭代求解线性方程组 Conjugate gradient;  Chebyshev iteration
• 计算最大特征值/特征方向 Lanczos iteration
• ……

复杂性理论：
• 神经网络(perceptron)表示PARITY的复杂性
• 电路复杂性 circuit complexity
• 通信复杂性 communication complexity
• ……

课外拓展：更多的例子可以参见
The Polynomial Method. In Quantum and Classical Computing
Faster Algorithms Via Approximation Theory
Chebyshev Polynomials and Approximation Theory in Theoretical Computer Science and Algorithm 
Design 19

https://www.scottaaronson.com/talks/polymeth.ppt
https://sachdevasushant.github.io/pubs/fast-algos-via-approx-theory.pdf
https://people.cs.umass.edu/~cmusco/personal_site/pdfs/retreatTalk.pdf
https://people.cs.umass.edu/~cmusco/personal_site/pdfs/retreatTalk.pdf


函数空间上的线性代数
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向量空间：支持向量加法，数的乘法，闭合的线性空间
线性相关：一组向量是线性相关的，如果存在它们的一组非零的线性组合为零

例子：
• 实数域上的n维向量 𝑅$
• 实系数的多项式 𝑅[𝑥]

– 加法：两个多项式相加
– 数的乘法：一个常数乘上一个多项式
– 线性：𝑐 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) = 𝑐 𝑝(𝑥) + 𝑐 𝑞(𝑥), 𝑎 + 𝑏 𝑝(𝑥) = 𝑎 𝑝(𝑥) + 𝑏 𝑝(𝑥)
– 它的一组基为1, 𝑥, 𝑥! , 𝑥" , …
– Chebyshev多项式亦可作为它的一组基，生成相同的向量空间

• 类似地，对连续函数，可定义𝐶 𝑎, 𝑏
• 对p阶连续可导函数，记为𝐶% 𝑎, 𝑏
• 所有连续函数这个空间非常的大，考虑一组基生成的函数；由Weierstrass，多项式可以任意近似
有限区间上的连续函数。

• 称函数族𝜙& 𝑥 , 𝜙' 𝑥 , … , 𝜙$(𝑥)是线性相关的，如果存在𝑐&, 𝑐', … , 𝑐$，非全为零，使得
𝑐& 𝜙& 𝑥 + 𝑐'𝜙' 𝑥 + …+ 𝑐$𝜙$ 𝑥 = 0, ∀𝑥

否则称它们是线性无关的



向量空间的范数

𝑅2上的无穷范数，对于向量𝑥 = 𝑥3, 𝑥4, … , 𝑥2 5

𝑥 0 ≔ max
-
|𝑥-|

𝑅2上的2-范数，对于向量𝑥 = 𝑥3, 𝑥4, … , 𝑥2 5

𝑥 " ≔ 3
#$%

&

𝑥#"
%
"

函数𝑓的无穷范数 (∞-norm)：
𝑓 ' ∶= sup |𝑓|

函数𝑓的2-范数 (2-norm)：

𝑓 , ≔ ∫ 𝑓 𝑥 , 𝑑𝑥

22
如果要找到函数𝑓的最佳2-范数近似（最佳平方逼近），要比最佳无穷范数的
近似容易得多：最小二乘法



最小二乘法—求解线性方程

给定矩阵𝐴 ∈ ℝ(×&，向量𝑏 ∈ ℝ(，求𝑥 ∈ ℝ&使得𝐴𝑥 = 𝑏
只有三种情况
• 对任意的向量𝑏，存在唯一解
• 不可解，或方程不一致 (inconsistent, over-determined)
• 存在无穷多组解 (under-determined)

性质：只要存在两个不同的解，则一定存在无穷多组解。

接下来：对于方程不一致的情况，我们讨论最小二乘法
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最小二乘法-离散线性版本
从最简单的设定开始。我们想要找出一个线性拟合，使误差的2-范数最小化：
• 给定矩阵𝐴，向量𝑏，求𝑥使得 𝐴𝑥 − 𝑏 '

'最小

⋮
𝐴!
⋮

⋮
𝐴,
⋮

⋮
𝐴-
⋮

…
⋮
𝐴"
⋮

𝑥!
𝑥,
⋮
𝑥"

= 𝑥!𝐴! + 𝑥,𝐴, +⋯+ 𝑥"𝐴"

• 右边是 𝐴!, 𝐴,, … , 𝐴"能够生成的线性子空间

向量b不一定在该子空间内，此时，应该找“最接近”的
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最小二乘法-几何解释

从最简单的设定开始。我们想要找出一个线性拟合，使误
差的2-范数最小化：

最接近的点记为𝐴𝑥，则 𝐴𝑥 − 𝑏 ⊥ {𝐴 𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅!}
即∀𝑥 ∈ 𝑅! , 𝐴 𝑥 5 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0，或者𝑥5𝐴5 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0

要∀𝑥 ∈ 𝑅!同时成立，只有一种可能: 𝐴5 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0
因此𝐴5𝐴𝑥 = 𝐴5𝑏 法线方程
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最小二乘法-微积分解释

注意到最小化 𝑥 4和最小化 𝑥 4
4是等价的（单调性）

记𝑥 = argmin
8

𝐴𝑥 − 𝑏 4
4

对𝑥求梯度

∇ 𝐴𝑥 − 𝑏 $
$ =

𝜕
𝜕𝑥#

,
𝜕
𝜕𝑥4

, … ,
𝜕
𝜕𝑥2

𝐴𝑥 − 𝑏 4
4

=
2
23*

, 6
671

, … , 6
672

(𝑥5𝐴5𝐴𝑥 + 𝑏5𝑏 − 𝑏5𝐴𝑥 − 𝑥5𝐴5𝑏)
= 2𝐴+𝐴 𝑥 − 2𝐴+𝑏
把梯度设为0，亦可得到法线方程𝐴+𝐴𝑥 = 𝐴+𝑏

注：一般不会直接通过𝑥 = 𝐴5𝐴 93𝐴5𝑏来运算
解线性方程组，与矩阵求逆是两回事，以后会展开讨论
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最小二乘法-Gram-Schmidt正交化

• 如果A的每一列是正规化的(orthonormal)？

𝐴 =
⋮
𝐴4
⋮

⋮
𝐴5
⋮

⋮
𝐴6
⋮

…
⋮
𝐴#
⋮

𝐴78𝐴9 = &1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

则𝐴8𝐴 = 𝐼
法线方程𝐴8𝐴𝑥 = 𝐴8𝑏简化为𝑥 = 𝐴8𝑏
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最小二乘法-Gram-Schmidt正交化

• 给定A，如何找出一组正规化的(orthonormal)基？

𝐴 =
⋮
𝐴4
⋮

⋮
𝐴5
⋮

⋮
𝐴6
⋮

…
⋮
𝐴#
⋮

• 𝑦4 = 𝐴4, 𝑞4 = 𝑦4/ 𝑦4 5

• 𝑦5 = 𝐴5 − 𝑞4(𝐴58𝑞4), 𝑞5 = 𝑦5/ 𝑦5 5
• 类似地
• 𝑦9 = 𝐴9 − 𝑞4 𝐴98𝑞4 − 𝑞5 𝐴98𝑞5 −⋯ , 𝑞9 = 𝑦9/ 𝑦9 5
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最小二乘法-Gram-Schmidt正交化

• 给定A，如何找出一组正规化的(orthonormal)基？

𝐴 =
⋮
𝐴4
⋮

⋮
𝐴5
⋮

⋮
𝐴6
⋮

…
⋮
𝐴#
⋮
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最小二乘法-Gram-Schmidt正交化

• 给定A，如何找出一组正规化的(orthonormal)基？

𝐴 =
⋮
𝐴4
⋮

⋮
𝐴5
⋮

⋮
𝐴6
⋮

…
⋮
𝐴#
⋮
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最小二乘法-方程不一致的情形

• 𝐴'𝐴 ()𝐴'是𝐴的一个𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒
只要A的列是线性无关的，则𝐴0𝐴可逆

𝑥 = 𝐴'𝐴 ()𝐴'𝑏

思考：如果是方程数不足呢 (under-determined)？
• 𝐴𝑥 = 𝑏的解并不唯一，有无穷多组解
• 能否找到长度最短的解？
• 下次作业：A的行是线性无关的话，亦可写出一个

pseudoinverse
• Bonus: 验证这样找到的，是长度最短的解 31



内积空间

内积 ⋅,⋅
• 对称性 𝑥, 𝑦 = 𝑦, 𝑥
• 线性 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦, 𝑧 = 𝑎 𝑥, 𝑧 + 𝑏 𝑦, 𝑧
• 正定性 𝑥, 𝑥 > 0, ∀𝑥 ≠ 0

函数的内积：
𝑓, 𝑔 ≔ ∫ 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

带权重的函数内积
𝑓, 𝑔 , ≔ ∫ 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑤(𝑥)𝑑𝑥

内积天然自带范数的定义: 𝑥 = 𝑥, 𝑥

32



正交函数族与正交多项式

33

称函数族𝜙- 𝑥 , 𝜙. 𝑥 , …是正交化的，如果它们满足：

𝜙/ , 𝜙0 = >
𝐶/ , 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

• 如果 𝜙- 𝑥 , 𝜙. 𝑥 , …是多项式，也称之为正交多项式

Chebyshev多项式也是多项式的一组基

它关于𝑤 𝑥 = -
-121

所定义的内积是正交的：

𝑓, 𝑔 , ≔ B
1-

-
𝑓 𝑥 𝑔 𝑥

𝑑𝑥
1 − 𝑥.



下节课

傅里页变换
三角插值

35


