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回顾：线性迭代的收敛性与特征值

回顾：解 𝐴𝑥 = 𝑏时，可以用 Jacobi或 Gauss–Seidel方法构造迭代方程
𝑥(𝑘+1) = 𝐵𝑥(𝑘) + 𝑐, 𝑥∗ = 𝐵𝑥∗ + 𝑐.

设 𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝑥∗，则
𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘) − 𝑥∗ = 𝐵𝑘𝑒(0).

对任意初值，迭代均收敛到唯一不动点，当且仅当 𝐵𝑘 → 0 ⟺ 𝜌(𝐵) < 1.

特定初值也可能收敛：
即使 𝜌(𝐵) ≥ 1，只要初始误差在合适的子空间
中，迭代仍可能收敛。

这节课的问题：
能否通过迭代求出 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣的特征值和特征向
量？

观察：沿特征向量方向，矩阵乘法只会改变向量的长度（或符号）。这正是研究矩阵迭代的出发
点。
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正定矩阵与半正定矩阵

对实对称矩阵 𝐴 = 𝐴⊤，考虑二次型 𝑥⊤𝐴𝑥：
𝐴 ≻ 0 ⟺ 𝑥⊤𝐴𝑥 > 0 (𝑥 ≠ 0),
𝐴 ⪰ 0 ⟺ 𝑥⊤𝐴𝑥 ≥ 0 (任意𝑥).

分别称为正定矩阵（positive definite）和半正定矩阵（positive semidefinite，PSD）。

例：𝐴 = (2 0
0 1)

𝑥⊤𝐴𝑥 = 2𝑥2
1 + 𝑥2

2 > 0（𝑥 ≠ 0）
例：𝐴 = (1 0

0 0)

𝑥⊤𝐴𝑥 = 𝑥2
1 ≥ 0，但并非正定

问题：是否必须检查所有向量，才能判断一个矩阵是否正定？
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正规方程与条件数

若 𝐴可逆，求解 𝐴𝑥 = 𝑏可以转化为
𝐴⊤𝐴⏟
对称正定

𝑥 = 𝐴⊤𝑏.

对于任意 𝐴，𝐴⊤𝐴对称、半正定；若 𝐴列满秩，则正定。

需要注意条件数：当 𝐴可逆时，

𝜅2(𝐴⊤𝐴) = 𝜅2(𝐴)2.

例：若 𝐴 = diag(1, 10−3)，则 𝜅2(𝐴) = 103， 𝜅2(𝐴⊤𝐴) = 106。
联系第四讲：正规方程会使条件数变成原来的平方。为避免放大数值误差，最小二乘问题通常
采用 QR分解。稍后证明上面的等式。
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回顾：特征值与特征向量

非零向量 𝑣满足 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣，则 𝜆为特征值，𝑣为特征向量。
𝜒𝐴(𝑡) = det(𝑡𝐼 − 𝐴), 𝜒𝐴(𝜆) = 0.

▶ 代数重数：𝜆是特征多项式的几重根。
▶ 几何重数：dimker(𝐴 − 𝜆𝐼)，即对应特征空间维数。
▶ 如果 𝐴可对角化，那么每个特征值的代数重数与几何重数相等。

实对称矩阵的谱定理：所有特征值均为实数，且存在一组标准正交的特征向量构成 ℝ𝑛

的基。
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正定矩阵的 Cholesky分解

回顾：不需要交换行时，高斯消元给出 𝐴 = 𝐿𝑈；一般情况下需要写成 𝑃𝐴 = 𝐿𝑈。对于对称正
定矩阵，不需要交换行，而且有

𝐴 = 𝑅⊤𝑅, 𝑅为上三角矩阵，且𝑟𝑖𝑖 > 0.

这称为 Cholesky分解。
先进行行消元：

𝐿−1𝐴 = 𝑈.

利用 𝐴的对称性，再作相应的列消元：
𝐿−1𝐴𝐿−⊤ = 𝐷.

由此得到
𝐴 = 𝐿𝐷𝐿⊤, 𝐷 = diag(𝑑𝑖), 𝑑𝑖 > 0,

将 𝐷的平方根合并到三角矩阵中：
𝐴 = (𝐷1/2𝐿⊤)⊤(𝐷1/2𝐿⊤).

与第四讲的联系：𝑥⊤𝐴𝑥 = ‖𝑅𝑥‖2
2。正定二次型可以写成欧氏范数的平方。
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课堂机动 为什么正定矩阵可以逐步消元？

将 𝐴写成分块形式，𝑎 > 0：

𝐴 = (𝑎 𝑟⊤

𝑟 𝐵 ) = ( 1 0
𝑟/𝑎 𝐼)

⏟⏟⏟⏟⏟
𝐿

(𝑎 0
0 𝐵 − 𝑟𝑟⊤/𝑎)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐷的分块

(1 𝑟⊤/𝑎
0 𝐼 )

⏟⏟⏟⏟⏟
𝐿⊤

.

关键是 𝑆 = 𝐵 − 𝑟𝑟⊤/𝑎仍然正定。事实上，对任意 𝑦 ≠ 0，

𝑦⊤𝑆𝑦 = (−𝑟⊤𝑦/𝑎
𝑦 )

⊤
𝐴 (−𝑟⊤𝑦/𝑎

𝑦 ) > 0.

因此，可以对剩余部分继续消元，且每一步的主元都为正，不必交换行。
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正定性⟺所有特征值为正

定理：对实对称矩阵 𝐴，
𝐴 ≻ 0 ⟺ 𝜆𝑖(𝐴) > 0 (𝑖 = 1, … , 𝑛).

(⇒)若 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣且 𝑣 ≠ 0，则

0 < 𝑣⊤𝐴𝑣 = 𝜆 ‖𝑣‖2
2 ⇒ 𝜆 > 0.

(⇐)用标准正交特征向量展开 𝑥 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑣𝑖：

𝑥⊤𝐴𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝛼2
𝑖 > 0 (𝑥 ≠ 0).

同理： 𝐴 ⪰ 0 ⟺ 𝜆𝑖(𝐴) ≥ 0对所有 𝑖成立。
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Loewner偏序

对同阶实对称矩阵 𝐴, 𝐵，定义

𝐴 ⪰ 𝐵 ⟺ 𝐴 − 𝐵 ⪰ 0 ⟺ 𝑥⊤𝐴𝑥 ≥ 𝑥⊤𝐵𝑥 (∀𝑥).

▶ 若 𝜆min(𝐴) ≥ 𝜆max(𝐵)，则 𝐴 ⪰ 𝐵（充分条件）。
▶ 若 𝐴, 𝐵有一组共同的标准正交特征向量，则 𝐴 ⪰ 𝐵当且仅当每个共同方向上 𝐴的特征值
不小于 𝐵的对应特征值。

▶ 注意：这是偏序而不是全序。仅比较各自排序后的特征值，并不能判断 𝐴 ⪰ 𝐵。例如，
diag(2, 1)与 diag(1, 2)的特征值相同，但两个矩阵在 Loewner偏序下不可比较。

常见写法：𝛼𝐼 ⪯ 𝐴 ⪯ 𝛽𝐼 表示 𝐴的所有特征值都在 [𝛼, 𝛽]内。
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实对称矩阵的谱分解

令 𝑉 = (𝑣1, … , 𝑣𝑛)为标准正交特征向量构成的矩阵，
𝑉 ⊤𝑉 = 𝑉 𝑉 ⊤ = 𝐼, 𝐷 = diag(𝜆1, … , 𝜆𝑛).

从 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖 得到
𝐴𝑉 = 𝑉 𝐷 ⟹ 𝐴 = 𝑉 𝐷𝑉 ⊤.

在原坐标系下：计算 𝐴𝑥要进行一般的
矩阵乘法。

在特征向量坐标系下：设 𝑦 = 𝑉 ⊤𝑥，只需
计算 𝐷𝑦。

因此，谱分解把矩阵乘法化成了各坐标上独立的乘法。

计算方法・Computational Methods | Lecture 7 11/36



用正交投影表示谱分解

由于 𝑉 正交，
𝐼 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑣𝑖𝑣⊤
𝑖 , 𝐴 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑣𝑖𝑣⊤
𝑖 .

注意：𝑣𝑖𝑣⊤
𝑖 是到 𝑣𝑖 张成的直线上的正交投影。𝐴在这些方向上分别乘以 𝜆𝑖。

对任意向量 𝑥，
𝐴𝑥 = ∑

𝑖
𝜆𝑖 (𝑣⊤

𝑖 𝑥)𝑣𝑖⏟
𝑥在第𝑖个方向的投影

.

回顾第四讲：我们已经用正交投影解释过最小二乘法。
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由谱分解得到逆矩阵与伪逆

若所有 𝜆𝑖 ≠ 0，
𝐴−1 = 𝑉 𝐷−1𝑉 ⊤ =

𝑛
∑
𝑖=1

1
𝜆𝑖

𝑣𝑖𝑣⊤
𝑖 .

若部分特征值为零，则不能求逆；但可定义Moore–Penrose伪逆：

𝐴+ = ∑
𝑖∶𝜆𝑖≠0

1
𝜆𝑖

𝑣𝑖𝑣⊤
𝑖 .

▶ 对非零特征值取倒数；对应零特征值的部分仍为零。
▶ 若 𝐴 ⪰ 0且 𝑏属于 𝐴的列空间，𝑥 = 𝐴+𝑏是 𝐴𝑥 = 𝑏的最小范数解。
证明：所有解都可以写成 𝐴+𝑏 + 𝑧（𝑧 ∈ ker𝐴）；两部分正交，故 ‖𝐴+𝑏 + 𝑧‖2

2 = ‖𝐴+𝑏‖2
2 + ‖𝑧‖2

2。
后续：一般矩阵的伪逆将由第八讲的 SVD统一解释。
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迹、行列式与 Frobenius范数

令 𝐴为实对称矩阵，特征值为 𝜆1, … , 𝜆𝑛。由 𝐴 = 𝑉 𝐷𝑉 ⊤ 可立即得到：

tr(𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐴𝑖𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆𝑖,

det(𝐴) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝜆𝑖,

‖𝐴‖2
𝐹 = tr(𝐴⊤𝐴) = ∑

𝑖,𝑗
𝐴2

𝑖𝑗 = ∑
𝑖

𝜆2
𝑖 .

注意：迹等于特征值之和，行列式等于特征值之积；对于实对称矩阵，Frobenius范数
的平方等于特征值的平方和。
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Gershgorin圆盘定理

不直接求特征多项式的根，能否先确定特征值可能所在的区域？Gershgorin circle theorem：
对任意 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ ℂ𝑛×𝑛，定义

𝑅𝑖 = ∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖𝑗|, 𝐷𝑖 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ 𝑅𝑖}.

记 spec(𝐴)为特征值的集合。定理指出：所有特征值都落在这些圆盘的并集中，即

spec(𝐴) ⊆
𝑛

⋃
𝑖=1

𝐷𝑖.

特别地，当各行的非对角元绝对值之和较小时，特征值只能出现在相应对角元附近。
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Gershgorin圆盘定理的证明

取任意特征值 𝜆及非零特征向量 𝑣：𝐴𝑣 = 𝜆𝑣。选 𝑖使 |𝑣𝑖| = max𝑗 |𝑣𝑗| > 0。第 𝑖行满足

∑
𝑗≠𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗 = (𝜆 − 𝑎𝑖𝑖)𝑣𝑖.

因此

|𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| = ∣∑
𝑗≠𝑖

𝑎𝑖𝑗
𝑣𝑗
𝑣𝑖

∣

≤ ∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖𝑗|
|𝑣𝑗|
|𝑣𝑖|

≤ ∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖𝑗| = 𝑅𝑖.

证明的关键：选择绝对值最大的坐标 𝑣𝑖，使得 |𝑣𝑗/𝑣𝑖| ≤ 1。
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课堂机动 应用：利用 Gershgorin圆盘判断正定性

对称矩阵

𝐴 = ⎛⎜
⎝

4 −1 0
−1 3 −1
0 −1 2

⎞⎟
⎠

的 Gershgorin圆盘与实轴的交集分别为 [3, 5]、[1, 5]、[1, 3]。
因为 𝐴实对称，所有特征值都在实轴上；因此

spec(𝐴) ⊆ [1, 5].

故 𝜆min(𝐴) ≥ 1，从而

𝐴 ⪰ 𝐼 ≻ 0.

推论：如果实对称矩阵满足 𝑎𝑖𝑖 > ∑𝑗≠𝑖 |𝑎𝑖𝑗|（所
有 𝑖），那么它是正定矩阵。

ℜ𝑧
1 2 3 4 5

𝐷1 ∩ ℝ

𝐷2 ∩ ℝ

𝐷3 ∩ ℝ
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Rayleigh商

对于实对称矩阵 𝐴，定义Rayleigh商（Rayleigh quotient）：

𝑅𝐴(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥
𝑥⊤𝑥 , 𝑥 ≠ 0.

在标准正交特征基中写 𝑥 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑣𝑖，则

𝑅𝐴(𝑥) = ∑𝑖 𝜆𝑖𝛼2
𝑖

∑𝑖 𝛼2
𝑖

.

▶ Rayleigh商是特征值的加权平均，其中权重 𝛼2
𝑖 / ∑𝑗 𝛼2

𝑗 非负且和为 1。

▶ 因此 𝜆min(𝐴) ≤ 𝑅𝐴(𝑥) ≤ 𝜆max(𝐴)。
▶ 取相应的特征向量时，可以达到等号。
另外，令 𝑟 = 𝐴𝑥 − 𝑅𝐴(𝑥)𝑥，则 𝑥⊤𝑟 = 0。因此 𝑅𝐴(𝑥)𝑥是 𝐴𝑥在 𝑥方向上的正交投影。
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Courant–Fischer定理：最大与最小特征值

设 𝐴 = 𝐴⊤，并按 𝜆1 ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛 排序。

𝜆𝑛 = max
𝑥≠0

𝑅𝐴(𝑥), 𝜆1 = min
𝑥≠0

𝑅𝐴(𝑥).

证明：用标准正交特征向量展开 𝑥 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑣𝑖：

𝜆1 ∑
𝑖

𝛼2
𝑖 ≤ ∑

𝑖
𝜆𝑖𝛼2

𝑖 ≤ 𝜆𝑛 ∑
𝑖

𝛼2
𝑖 .

除以∑𝑖 𝛼2
𝑖 > 0即得不等式；取 𝑥 = 𝑣1 或 𝑥 = 𝑣𝑛 可达等号。

等价地，也可以写成：
𝜆1 = min

𝑥⊤𝑥=1
𝑥⊤𝐴𝑥.

即在 𝑥⊤𝑥 = 1的约束下，求二次型 𝑥⊤𝐴𝑥的最小值。
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Courant–Fischer定理：一般形式

把 𝜆1 ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛 对应的单位特征向量记为 𝑣𝑖。
𝜆𝑘 = min

𝑥≠0
𝑥⟂𝑣1,…,𝑣𝑘−1

𝑅𝐴(𝑥) = max
𝑥≠0

𝑥⟂𝑣𝑘+1,…,𝑣𝑛

𝑅𝐴(𝑥).

还可以写成不依赖于特征向量选取的形式：
𝜆𝑘 = min

𝑈≤ℝ𝑛
dim𝑈=𝑘

max
𝑥∈𝑈∖{0}

𝑅𝐴(𝑥).

𝜆𝑘 = max
𝑈≤ℝ𝑛

dim𝑈=𝑛−𝑘+1
min

𝑥∈𝑈∖{0}
𝑅𝐴(𝑥).
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课堂机动 min–max定理的证明

固定任意 𝑘维子空间 𝑈。由于
dim𝑈 + dimspan(𝑣𝑘, … , 𝑣𝑛) = 𝑘 + (𝑛 − 𝑘 + 1) > 𝑛,

两个子空间必有非零交向量 𝑥。它只能由 𝑣𝑘, … , 𝑣𝑛 线性组合得到，因此 𝑅𝐴(𝑥) ≥ 𝜆𝑘。于是

max
𝑦∈𝑈∖{0}

𝑅𝐴(𝑦) ≥ 𝜆𝑘.

另一方面，取 𝑈∗ = span(𝑣1, … , 𝑣𝑘)，则
max

𝑦∈𝑈∗∖{0}
𝑅𝐴(𝑦) = 𝜆𝑘.

因此，对任意 𝑘维子空间都有上述下界；取 𝑈∗ 时恰好等号成立。
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谱范数、条件数与正规方程
对任意实矩阵 𝐴，由 Rayleigh商的极值刻画：

‖𝐴‖2
2 = max

‖𝑥‖2=1
𝑥⊤𝐴⊤𝐴𝑥 = 𝜆max(𝐴⊤𝐴).

若 𝐴可逆，同理有
min

‖𝑥‖2=1
‖𝐴𝑥‖2

2 = 𝜆min(𝐴⊤𝐴) = ∥𝐴−1∥−2
2 .

因此，
𝜅2(𝐴⊤𝐴) = 𝜆max(𝐴⊤𝐴)

𝜆min(𝐴⊤𝐴) = 𝜅2(𝐴)2.

特别地，若 𝐴 ≻ 0，因 𝐴⊤𝐴 = 𝐴2，所以

‖𝐴‖2 = 𝜆max(𝐴), 𝜅2(𝐴) = 𝜆max(𝐴)
𝜆min(𝐴) .
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矩阵多项式

若 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣，则 𝐴𝑘𝑣 = 𝜆𝑘𝑣。给定多项式 𝑝(𝑡) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + ⋯ + 𝑐𝑚𝑡𝑚，定义

𝑝(𝐴) = 𝑐0𝐼 + 𝑐1𝐴 + ⋯ + 𝑐𝑚𝐴𝑚.

立刻得到
𝑝(𝐴)𝑣 = 𝑝(𝜆)𝑣.

对实对称矩阵，𝐴 = 𝑉 𝐷𝑉 ⊤，因此
𝑝(𝐴) = 𝑉 𝑝(𝐷)𝑉 ⊤ = ∑

𝑖
𝑝(𝜆𝑖)𝑣𝑖𝑣⊤

𝑖 .

与第三讲的联系：我们已经用多项式近似函数。这里则是把多项式作用于矩阵：每个特征值 𝜆𝑖
变成 𝑝(𝜆𝑖)。
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矩阵多项式对向量的作用

将 𝑥沿标准正交特征向量展开：𝑥 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑣𝑖。

𝐴𝑥 = ∑
𝑖

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑣𝑖,

𝐴2𝑥 = ∑
𝑖

𝛼𝑖𝜆2
𝑖 𝑣𝑖,

𝐴𝑘𝑥 = ∑
𝑖

𝛼𝑖𝜆𝑘
𝑖 𝑣𝑖,

𝑝(𝐴)𝑥 = ∑
𝑖

𝛼𝑖𝑝(𝜆𝑖)𝑣𝑖.

观察：不同特征向量方向分别乘上 𝑝(𝜆𝑖)，而不必直接计算 𝑝(𝐴)的所有元素。

后面还会用到：计算 𝐴𝑘𝑥相当于取 𝑝(𝑡) = 𝑡𝑘。第九讲的共轭梯度法也可以从矩阵多项式的角度
理解。
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为什么不直接求特征多项式的根？

理论上可以求 det(𝑡𝐼 − 𝐴)的零点。为什么数值计算通常不这样做？
▶ 系数扰动的影响可能很大：如Wilkinson多项式∏20

𝑗=1(𝑡 − 𝑗)，系数的小扰动可能使根显著
偏移。

▶ 计算量：用牛顿法需要反复计算特征多项式及其导数；即使用割线法，也需要反复计算行
列式。

▶ 注意：|det(𝜇𝐼 − 𝐴)|很小，不一定说明 𝜇靠近特征值。

例： 𝐴 = 0𝑛×𝑛，取 𝜇 = 1
2。则 |det(𝜇𝐼 − 𝐴)| = 2−𝑛 → 0，但 𝜇与任何特征值的距离始终

为 1/2。

下面介绍另一种办法：只做矩阵与向量的乘法，逐步逼近特征向量。
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幂迭代（Power Method）

假设 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 可在实数域对角化，且有一个特征值的绝对值严格大于其余特征值的绝对值：

|𝜆1| > |𝜆2| ≥ ⋯ ≥ |𝜆𝑛|, 𝑥(0) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑣𝑖, 𝛼1 ≠ 0.

连续进行矩阵与向量的乘法，得到

𝐴𝑘𝑥(0) = 𝜆𝑘
1 (𝛼1𝑣1 +

𝑛
∑
𝑖=2

𝛼𝑖 ( 𝜆𝑖
𝜆1

)
𝑘

𝑣𝑖) .

因此，当 𝑘 → ∞时，括号中其余各项趋于零。𝐴𝑘𝑥(0) 的方向趋于 𝑣1 所在的直线。

特别地，若 𝜆1 = 1，则 𝐴𝑘𝑥(0) → 𝛼1𝑣1。如果 𝜆1 ≠ 1，则未经归一化的向量一般不收敛到 𝛼1𝑣1。
注意：必须按特征值的绝对值比较大小；负特征值也可能对应最大的绝对值。
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归一化幂迭代

直接计算 𝐴𝑘𝑥(0) 可能出现以下问题：
▶ |𝜆1| > 1时，向量长度可能指数增长，导致上溢。
▶ |𝜆1| < 1时，向量长度可能指数缩小，导致下溢。
归一化幂迭代：

𝑤(𝑘+1) = 𝐴𝑥(𝑘), 𝑥(𝑘+1) = 𝑤(𝑘+1)

∥𝑤(𝑘+1)∥2
.

每一步把向量归一化，避免其长度过大或过小。若 𝜆1 < 0，向量可能交替变号，但方向
仍趋向于占优特征向量所在的直线。

注意：如果 𝑤(𝑘+1) = 0，就不能继续归一化，应停止迭代。
思考：能否用其他范数归一化？为什么不直接除以 𝜆𝑘

1？
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幂迭代的收敛速度

当 𝐴实对称且 |𝜆1| > |𝜆2|，𝛼1 ≠ 0时，其余特征向量分量相对主导分量的衰减速度由

∣𝜆2
𝜆1

∣
𝑘

决定（常数与初值有关）。|𝜆2/𝜆1|越接近 1，收敛越慢。

例 1：
𝐴 = diag(4, 2, 1)，且 𝑥(0) = (1, 1, 1)⊤。
次要成分的相对大小为 2−𝑘, 4−𝑘。

例 2：
𝐴 = diag(2, −2)：绝对值并列，可能振荡。
若 𝛼1 = 0，迭代也永远得不到 𝑣1 的成分。
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由近似特征向量估计特征值
假设已经得到近似特征向量 𝑥。如何选择 𝜇，使 𝐴𝑥尽可能接近 𝜇𝑥？

min
𝜇∈ℝ

‖𝐴𝑥 − 𝜇𝑥‖2
2 .

展开目标函数：
‖𝐴𝑥 − 𝜇𝑥‖2

2 = ‖𝐴𝑥‖2
2 − 2𝜇𝑥⊤𝐴𝑥 + 𝜇2 ‖𝑥‖2

2 .
令导数为零，或者写出一维正规方程 𝑥⊤(𝐴𝑥 − 𝜇𝑥) = 0，得

𝜇∗ = 𝑥⊤𝐴𝑥
𝑥⊤𝑥 = 𝑅𝐴(𝑥).

这仍然是第四讲的最小二乘：在所有 𝜇𝑥中，寻找与 𝐴𝑥距离最近的一个。

课堂练习（原讲义）：不求导，改用扰动法证明上述最优性。
‖𝐴𝑥 − (𝜇∗ + 𝛿)𝑥‖2

2 ≥ ‖𝐴𝑥 − 𝜇∗𝑥‖2
2 (∀ 𝛿 ∈ ℝ).
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利用残差估计特征值误差

对实对称矩阵 𝐴，取 ‖𝑥‖2 = 1、𝜇 ∈ ℝ，定义残差 𝑟 = 𝐴𝑥 − 𝜇𝑥。
定理：存在 𝐴的一个特征值 𝜆𝑗，使得

|𝜆𝑗 − 𝜇| ≤ ‖𝑟‖2 .

证明：展开 𝑥 = ∑𝑖 𝛼𝑖𝑣𝑖，其中∑𝑖 𝛼2
𝑖 = 1，

‖𝑟‖2
2 = ∥∑

𝑖
𝛼𝑖(𝜆𝑖 − 𝜇)𝑣𝑖∥

2

2
= ∑

𝑖
𝛼2

𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜇)2

≥ min
𝑗

|𝜆𝑗 − 𝜇|2 ∑
𝑖

𝛼2
𝑖 = min

𝑗
|𝜆𝑗 − 𝜇|2.

因此，将 𝜇 = 𝑅𝐴(𝑥)代入上式，便可用残差范数估计它到某个特征值的距离。但不能仅凭残差
判断该特征值是否为绝对值最大的特征值。
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本讲小结

1. 正定性与谱分解：Cholesky分解、Loewner偏序及 𝐴 = 𝑉 𝐷𝑉 ⊤。
2. 特征值的估计：Gershgorin圆盘定理和 Courant–Fischer定理。
3. 幂迭代：矩阵多项式的性质以及幂迭代的收敛条件和速度。
4. 近似特征值：用 Rayleigh商估计特征值，并利用残差控制误差。

下一讲：如果要求的不是绝对值最大的特征值，该怎样修改幂迭代？又怎样从矩阵中找出
低维的近似表示？
逆幂迭代、位移、Rayleigh商迭代、奇异值分解（SVD）。
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课堂机动 Cholesky分解的计算例子

𝐴 = (4 2
2 5) , 𝑅 = (𝑟11 𝑟12

0 𝑟22
) , 𝐴 = 𝑅⊤𝑅.

比较矩阵元素可得
𝑟11 = 2, 𝑟12 = 1, 𝑟22 = 2,

因此
(4 2

2 5) = (2 0
1 2) (2 1

0 2) .

提问：将右下角 5改成 1，分解过程中会发生什么？
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课堂机动 幂迭代的收敛速度：两个例子

对角矩阵 𝐴 = diag(4, 3.9, 1)和 𝐵 = diag(4, 2, 1)，初值取 𝑥(0) = (1, 1, 1)⊤。

𝐴的次大比例：

∣ 3.9
4 ∣ = 0.975.

需要较多次迭代，才能使其他方向的分
量充分衰减。

𝐵的次大比例：

∣ 24 ∣ = 0.5.

每次迭代后，第二个分量与第一个分量
的比值减半。

讨论：第六讲用谱半径判断迭代是否收敛；这里为什么还需要比较两个最大特征值的绝对值？
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补充 Courant–Fischer定理的另一半证明

前面已经给出了以下公式（证明放在课堂机动部分）：
𝜆𝑘 = min

dim𝑈=𝑘
max

𝑥∈𝑈∖{0}
𝑅𝐴(𝑥).

类似地，对任意维数 𝑛 − 𝑘 + 1的子空间𝑊，维数计数表明
𝑊 ∩ span(𝑣1, … , 𝑣𝑘) ≠ {0}.

于是min𝑥∈𝑊∖{0} 𝑅𝐴(𝑥) ≤ 𝜆𝑘。取𝑊∗ = span(𝑣𝑘, … , 𝑣𝑛)时取等，故

𝜆𝑘 = max
dim𝑊=𝑛−𝑘+1

min
𝑥∈𝑊∖{0}

𝑅𝐴(𝑥).
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补充 矩阵多项式：特征空间可能合并

若 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖，则 𝑝(𝐴)𝑣𝑖 = 𝑝(𝜆𝑖)𝑣𝑖。但不同的特征值可能对应同一个 𝑝(𝜆)：例如

𝐴 = diag(1, −1), 𝑝(𝑡) = 𝑡2, 𝑝(𝐴) = 𝐼.

矩阵 𝐴有两个不同的特征值；经过 𝑝映射，两者都变成 1。

因此，原来的特征向量仍是 𝑝(𝐴)的特征向量，但当 𝑝(𝜆𝑖) = 𝑝(𝜆𝑗)时，𝑝(𝐴)的对应特征
空间可能更大。
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补充 非正规矩阵的一个反例

对实对称矩阵，小残差保证近似特征值靠近真实特征值。对一般非正规矩阵则未必。例如

𝐴 = (0 𝑀
0 0 ) , 𝑀 ≫ 1.

唯一特征值为 0。取 𝑥 = (1, 𝜀)⊤/
√

1 + 𝜀2，其Rayleigh商为

𝜇 = 𝑅𝐴(𝑥) = 𝑀𝜀
1 + 𝜀2 , ‖𝐴𝑥 − 𝜇𝑥‖2 = 𝑀𝜀2

1 + 𝜀2 .

选择 𝜀 = 𝑀−1，则 𝜇 = 𝑀2
𝑀2+1 → 1，而残差范数 𝑀

𝑀2+1 → 0；可是谱始终只有 0。结论：对于非
正规矩阵，即使 𝜇取 Rayleigh商，残差很小也不一定意味着 𝜇接近某个特征值。
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