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回顾：三角插值留下了两个问题

上一讲的核心经验是：换到正交坐标以后，原本耦合的系数可以彼此独立地求出。对奇数个等
距样本，上一讲的三角插值最终变成一个结构化线性系统。为避免和后面 FFT的递归长度混淆，
这里暂记

𝑀 ∶= 2𝑚+ 1 , 𝑥𝑗 =
2𝜋𝑗
𝑀 , 𝑗 = 0,… ,𝑀 − 1.

忽略结构
一般稠密求解 𝑂(𝑀3)

利用离散正交
直接求和 𝑂(𝑀2)

再利用递归结构
𝑂(𝑀 log𝑀)

今天只回答两个问题：为什么这个结构化系统容易求逆？为什么同一个变换又能算得更
快？
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同一个多项式，两种表示

给定次数小于 𝑛的多项式
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1.

它可以用两种方式表示：

系数表示
(𝑎0, 𝑎1,… , 𝑎𝑛−1).

适合：加法、求导、直接读出各阶系数。

取值表示
(𝑝(𝑥0), 𝑝(𝑥1),… , 𝑝(𝑥𝑁−1)).

若节点互异且 𝑁 ≥ 𝑛，这些取值也能唯
一确定 𝑝。

第二讲已经见过“系数↔取值”；今天问的是：能不能在两种表示之间快速来回？
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多项式乘法：哪一种表示更合适？

给定
𝑝(𝑥) =

𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥𝑗, 𝑞(𝑥) =
𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑏𝑗𝑥𝑗,

要求 𝑟(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)的系数。

在系数表示中

𝑐𝑘 =
𝑘

∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑏𝑘−𝑗,

其中把超出 0,… , 𝑛 − 1的系数视为 0。
每个 𝑐𝑘 都要做一段求和，朴素算法总共
需要

𝑂(𝑛2) .

在取值表示中
𝑟(𝑥ℓ) = 𝑝(𝑥ℓ)𝑞(𝑥ℓ).

若已经知道两边的函数值，只需要逐点
相乘：

𝑂(𝑁) .

乘法本身不难；真正的瓶颈是“系数↔取值”。
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目标：把“换表示”也做到 𝑂(𝑛 log𝑛)

若 deg 𝑝,deg 𝑞 < 𝑛，则 deg(𝑝𝑞) ≤ 2𝑛 − 2。因此只要取

𝑁 ≥ 2𝑛 − 1

个互异采样点，乘积多项式的这些取值就足以唯一确定它的系数。取 𝑁 = Θ(𝑛)即可。

系数 𝑎, 𝑏 取值 𝑝(𝑥𝑗), 𝑞(𝑥𝑗) 逐点乘积 𝑟(𝑥𝑗) 系数 𝑐
快速求值 𝑂(𝑁) 快速插值

如果正、逆两次“换表示”都只需 𝑂(𝑁 log𝑁)，那么

𝑂(𝑁 log𝑁) + 𝑂(𝑁) + 𝑂(𝑁 log𝑁) = 𝑂(𝑛 log𝑛).

问题变成：能否找到一组特殊采样点，既让变换容易求逆，又让变换本身可以快速计算？
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复数：今天只需要三件事

对复数 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖，也可以写成极坐标形式

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) .

其中模长 |𝑧| = 𝑟。今天只会反复用到：
1. 乘法对应角度相加：

𝑒𝑖𝛼𝑒𝑖𝛽 = 𝑒𝑖(𝛼+𝛽);

2. 共轭对应角度取反：
𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑟𝑒−𝑖𝜃;

3. 单位圆上的点满足 |𝑧| = 1。
复数不是额外负担：它把正弦和余弦统一成一个指数函数。
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单位根：复平面上的等距采样点

定义 𝑁 次单位根
𝜔𝑁 ∶= 𝑒2𝜋𝑖/𝑁 , 1, 𝜔𝑁 , 𝜔2

𝑁 ,… , 𝜔𝑁−1
𝑁 .

它们恰好是方程 𝑧𝑁 = 1的全部解。

ℜ

ℑ

1

𝜔8

𝑖

−1

▶ 在单位圆上等角度间隔；
▶ 从 2次单位根到 4, 8,…次单位根，
可以看成逐层对前一层的根开平方；

▶ 当 𝑁 为偶数时，𝑧与 −𝑧都在根集
中；平方后二者合并成一个点，根
集规模减半。

计算方法・Computational Methods | Lecture 5 8/47



为什么偏偏选单位根？两个性质正好够用

性质 1：共轭 /周期

𝜔𝑗
𝑁 = 𝜔−𝑗

𝑁 , 𝜔𝑁
𝑁 = 1.

因此许多指数和会出现精确抵消。
⇒离散正交、容易求逆

性质 2：平方 /成对
若 𝑁 为偶数，

(𝜔𝑗
𝑁)2 = 𝜔𝑗

𝑁/2, −𝜔𝑗
𝑁 = 𝜔𝑗+𝑁/2

𝑁 .

所以 𝑧与 −𝑧平方后落到同一个点。
⇒规模减半、可以分治

同一组采样点，同时适合“显式求逆”和“递归计算”。
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DFT：在单位根上做多项式求值

设 𝑎 = (𝑎0,… , 𝑎𝑁−1)，并定义
𝑝(𝑧) =

𝑁−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑧𝑗.

离散傅里叶变换（DFT）就是在 𝑁 次单位根上求值：

̂𝑎𝑘 ∶= 𝑝(𝜔𝑘
𝑁) =

𝑁−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔𝑘𝑗
𝑁 , 𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1.

因此
(𝑎0,… , 𝑎𝑁−1) ⟼ ( ̂𝑎0,… , ̂𝑎𝑁−1).

DFT不是凭空出现的一条公式：它就是在一组特殊节点上做多项式求值。
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一个简单例子：(1, 1, 1, 1)的 DFT

取 𝑁 = 4，
𝑎 = (1, 1, 1, 1), 𝑝(𝑧) = 1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3.

4次单位根是
1, 𝑖, −1, −𝑖.

于是
𝑝(1) = 4,

而对其他三个单位根 𝑧 ≠ 1，因为 𝑧4 = 1，

1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 = 1 − 𝑧4
1 − 𝑧 = 0.

所以
DFT(1, 1, 1, 1) = (4, 0, 0, 0).

常数序列只留下 𝑘 = 0分量（通常称为“零频”）；其余分量恰好完全抵消。
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把 DFT写成一个矩阵：先看 𝑁 = 4

一般地，
̂𝑎 = 𝐹𝑁𝑎, (𝐹𝑁)𝑘𝑗 = 𝜔𝑘𝑗

𝑁 .
先看 𝑁 = 4，其中 𝜔4 = 𝑖：

𝐹4 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 1 1
1 𝑖 −1 −𝑖
1 −1 1 −1
1 −𝑖 −1 𝑖

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

四列依次是单项式
1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3

在 1, 𝑖, −1,−𝑖这四个单位根上的取值向量。现在“DFT为什么可逆？”变成一个熟悉的问题：这
些列向量之间有什么几何关系？
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复数空间中，“正交矩阵”对应酉矩阵

实数空间：第四讲

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢⊤𝑣, 𝑄⊤𝑄 = 𝐼.

列向量标准正交
⟹ 𝑄−1 = 𝑄⊤.

复数空间：今天

⟨𝑢, 𝑣⟩ = 𝑢∗𝑣 = ∑
𝑘

𝑢𝑘𝑣𝑘,

其中

𝐴∗ ∶= 𝐴⊤

称为 𝐴的共轭转置。对方阵 𝑈，若
𝑈 ∗𝑈 = 𝐼，称 𝑈 为酉矩阵。

今天的傅里叶矩阵没有做归一化；我们将证明

𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁 = 𝑁𝐼 1√

𝑁
𝐹𝑁 是酉矩阵
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离散正交性的核心：一个几何级数

对整数 𝑟，考虑
𝑆𝑟 ∶=

𝑁−1
∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑟
𝑁 .

若 𝑁 ∣ 𝑟，每一项都是 1，所以 𝑆𝑟 = 𝑁。若 𝑁 ∤ 𝑟，则 𝜔𝑟
𝑁 ≠ 1，用几何级数公式：

𝑆𝑟 = 1 − (𝜔𝑟
𝑁)𝑁

1 − 𝜔𝑟
𝑁

= 1 − 1
1 − 𝜔𝑟

𝑁
= 0.

因此
𝑁−1
∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑟
𝑁 = {𝑁, 𝑁 ∣ 𝑟,

0, 𝑁 ∤ 𝑟.

等距分布让不同“频率”在一整圈上精确抵消。
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傅里叶矩阵的列向量彼此正交

𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁 的第 (𝑖, 𝑗)个元素是

(𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁)𝑖𝑗 =

𝑁−1
∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑖
𝑁 𝜔𝑘𝑗

𝑁 =
𝑁−1
∑
𝑘=0

𝜔𝑘(𝑗−𝑖)
𝑁 .

由上一页的单位根求和公式，
(𝐹 ∗

𝑁𝐹𝑁)𝑖𝑗 = {𝑁, 𝑖 = 𝑗,
0, 𝑖 ≠ 𝑗.

所以
𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁 = 𝑁𝐼.

第四讲的主角再次出现：一旦列向量正交，求系数就不需要解一个耦合
的线性系统。
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逆 DFT：正交性直接给出逆变换

由
𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁 = 𝑁𝐼

立刻得到
𝐹−1
𝑁 = 1

𝑁 𝐹 ∗
𝑁 .

也就是说，若
̂𝑎𝑘 =

𝑁−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔𝑘𝑗
𝑁 ,

则

𝑎ℓ =
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑘=0

̂𝑎𝑘𝜔−𝑘ℓ
𝑁 .

正变换与逆变换的公式几乎一样：只需把 𝜔𝑁 换成 𝜔−1
𝑁 ，最后除以 𝑁。
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回到上一讲：三角插值为什么唯一可解？

上一讲取奇数𝑀 = 2𝑚+ 1，在

𝑥𝑗 =
2𝜋𝑗
𝑀 , 𝑗 = 0,… ,𝑀 − 1,

用实三角基做插值。把这件事分成三步看：

实三角基
1, cos𝑥, sin𝑥,…
cos𝑚𝑥, sin𝑚𝑥

复指数基
1, 𝑒𝑖𝑥, 𝑒−𝑖𝑥,…
𝑒𝑖𝑚𝑥, 𝑒−𝑖𝑚𝑥

在等距点取值
𝑒𝑖𝑘𝑥𝑗 = 𝜔𝑗𝑘

𝑀
⇒ 𝐹𝑀 的列重排

Euler公式：可逆换基

并且
{−𝑚,−𝑚+ 1,… ,𝑚} (mod 𝑀) = {0, 1,… ,𝑀 − 1},

所以复指数基下的采样矩阵只是 𝐹𝑀 的列重排。

𝐹𝑀 可逆 +换基可逆⟹上一讲的三角插值系统唯一可解。
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从复指数正交，看懂实三角正交

仍在𝑀 = 2𝑚+ 1个等距采样点 𝑥𝑗 =
2𝜋𝑗
𝑀 上。把复指数函数的样本值看成 ℂ𝑀 中的向量：

𝑣𝑘 ∶= (𝑒𝑖𝑘𝑥0 𝑒𝑖𝑘𝑥1 ⋯ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑀−1)⊤ , 𝑘 = −𝑚,… ,𝑚.

单位根求和一次给出全部内积：

𝑣∗𝑘𝑣ℓ =
𝑀−1
∑
𝑗=0

𝜔𝑗(ℓ−𝑘)
𝑀 = {𝑀, 𝑘 = ℓ,

0, 𝑘 ≠ ℓ.

特别地，𝑣0 = 1；而对 𝑘 = 1,… ,𝑚，余弦、正弦的样本向量只是

c𝑘 = 𝑣𝑘 + 𝑣−𝑘
2 , s𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣−𝑘

2𝑖 .

因此 𝑣0, c1, s1,… , c𝑚, s𝑚 两两正交。第四讲的实三角正交，与今天的傅里叶矩阵正交，是同一
个向量几何事实的两套坐标。
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第一个问题解决了；但直接计算仍是 𝑂(𝑁 2)

回到一般长度 𝑁 的 DFT，离散正交已经告诉我们：

系数𝑎
𝐹𝑁←−−−→
1
𝑁𝐹 ∗

𝑁
取值 ̂𝑎

而且正、逆变换都可以写成一次稠密矩阵–向量乘法。但是一个稠密的 𝑁 ×𝑁 矩阵乘向量仍要

𝑂(𝑁2)

次运算。

正交性解决了“怎么求逆”；它还没有解释“为什么能算得更快”。

接下来利用单位根的第二个性质：平方以后，问题规模会减半。
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快速傅里叶变换（FFT）：先把偶数次和奇数次拆开

FFT用分治来计算 DFT。先设 𝑁 为 2的幂，并写

𝑝(𝑧) =
𝑁−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑧𝑗.

把偶数次项和奇数次项分开：
𝐸(𝑤) ∶= 𝑎0 + 𝑎2𝑤 + 𝑎4𝑤2 +⋯ ,

𝑂(𝑤) ∶= 𝑎1 + 𝑎3𝑤 + 𝑎5𝑤2 +⋯ .
于是

𝑝(𝑧) = 𝐸(𝑧2) + 𝑧𝑂(𝑧2).

𝐸 和 𝑂的次数都小于 𝑁/2。如果 𝑧2 只需要遍历 𝑁/2个点，原来的 𝑁 点求值问题就被拆成两
个一半规模的问题。
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为什么拆完以后，问题真的变小了？

当 𝑧遍历全部 𝑁 次单位根时，
𝑧 = 𝜔𝑘

𝑁 , 𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1.

平方以后
𝑧2 = 𝜔2𝑘

𝑁 = 𝜔𝑘
𝑁/2.

所以 𝑧2 只遍历 𝑁/2次单位根。更具体地，𝑧与 −𝑧平方后落到同一个点：

(−𝑧)2 = 𝑧2.

因此只要已经知道
𝐸(𝑧2), 𝑂(𝑧2),

就可以同时得到一对答案：
𝑝(𝑧) = 𝐸(𝑧2) + 𝑧𝑂(𝑧2),

𝑝(−𝑧) = 𝐸(𝑧2) − 𝑧𝑂(𝑧2).
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一次“蝶形”操作，把两个子问题的答案合并

若已经递归算出
𝐸𝑘 ∶= 𝐸(𝜔𝑘

𝑁/2), 𝑂𝑘 ∶= 𝑂(𝜔𝑘
𝑁/2),

则令 𝑧 = 𝜔𝑘
𝑁：

̂𝑎𝑘 = 𝐸𝑘 + 𝜔𝑘
𝑁𝑂𝑘,

̂𝑎𝑘+𝑁/2 = 𝐸𝑘 − 𝜔𝑘
𝑁𝑂𝑘.

𝐸𝑘

𝑂𝑘

̂𝑎𝑘

̂𝑎𝑘+𝑁/2

×𝜔𝑘𝑁

×(−𝜔𝑘
𝑁)

每个 𝑘只需要常数次加法和乘法；一层合并总共 𝑂(𝑁)。
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8点 FFT：两个 4点变换，再做四个蝶形

以 𝑁 = 8为例，先把偶数下标和奇数下标分开，各做一个 4点 FFT：

𝑎0, 𝑎2, 𝑎4, 𝑎6

𝑎1, 𝑎3, 𝑎5, 𝑎7

4点
FFT

4点
FFT

对 𝑘 = 0, 1, 2, 3
𝑎̂𝑘 = 𝐸𝑘 +𝜔𝑘

8𝑂𝑘

𝑎̂𝑘+4 = 𝐸𝑘 −𝜔𝑘
8𝑂𝑘

四个独立蝶形

𝐸0,𝐸1,𝐸2,𝐸3

𝑂0,𝑂1,𝑂2,𝑂3

𝑎̂0,…
𝑎̂7

两个 4点 FFT继续按同样方式递归，直到长度 1。递归负责“算小问题”，蝶形负责“把两个小
问题在线性时间内拼回大问题”。
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把推导写成递归算法

设 𝑁 = 2𝑠，输入系数向量 𝑎 = (𝑎0,… , 𝑎𝑁−1)，并令 𝜔 = 𝜔𝑁。

FFT(𝑎, 𝜔)
1. 若 𝑁 = 1，返回 (𝑎0)；
2. 拆成偶数、奇数下标：𝑎(𝑒) = (𝑎0, 𝑎2,…)，𝑎(𝑜) = (𝑎1, 𝑎3,…)；
3. 递归计算

𝐸 = FFT(𝑎(𝑒), 𝜔2), 𝑂 = FFT(𝑎(𝑜), 𝜔2);

4. 对 𝑘 = 0,… ,𝑁/2 − 1，做一个蝶形：
̂𝑎𝑘 = 𝐸𝑘 + 𝜔𝑘𝑂𝑘, ̂𝑎𝑘+𝑁/2 = 𝐸𝑘 − 𝜔𝑘𝑂𝑘.

两个规模 𝑁/2的递归调用 + 𝑁/2个常数成本蝶形。
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复杂度：每一层 𝑂(𝑁)，一共 log2 𝑁 层

记 𝑇 (𝑁)为长度 𝑁 的 DFT用 FFT计算所需的运算次数。递归式是

𝑇 (𝑁) = 2𝑇 (𝑁/2) + 𝑐𝑁.

展开：
𝑇 (𝑁) = 2(2𝑇 (𝑁/4) + 𝑐𝑁/2) + 𝑐𝑁

= 4𝑇(𝑁/4) + 2𝑐𝑁
= ⋯
= 𝑁 𝑇(1) + 𝑐𝑁 log2 𝑁.

因此
𝑇 (𝑁) = 𝑂(𝑁 log𝑁).

不是“矩阵变稀疏了”，而是这个特殊矩阵乘法可以递归分解成很多很小的结构化运算。
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逆 FFT：同一套递归，只把单位根方向反过来

逆 DFT是
𝑎ℓ =

1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑘=0

̂𝑎𝑘𝜔−𝑘ℓ
𝑁 .

它和正 DFT的形式完全一样，只是
𝜔𝑁 ⟶ 𝜔−1

𝑁

并在最后乘 1/𝑁。因此同样的偶/奇拆分、平方单位根、蝶形合并都可以照搬：

逆 FFT也只需要𝑂(𝑁 log𝑁).

DFT与逆 DFT不仅公式相似，还共享同一套快速递归结构。
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回到多项式乘法：现在整条流程都快了

若 deg 𝑝,deg 𝑞 < 𝑛，取最小的 2的幂 𝑁 ≥ 2𝑛 − 1，并把系数补零到长度 𝑁。于是
2𝑛 − 1 ≤ 𝑁 < 2(2𝑛 − 1) < 4𝑛, 所以𝑁 = Θ(𝑛).

系数 𝑎, 𝑏 ̂𝑎, ̂𝑏 ̂𝑐𝑘 = ̂𝑎𝑘 ̂𝑏𝑘 乘积系数 𝑐FFT 𝑂(𝑁) 逆 FFT

总复杂度：
𝑂(𝑁 log𝑁) + 𝑂(𝑁) + 𝑂(𝑁 log𝑁) = 𝑂(𝑛 log𝑛) .

本讲开头提出的“快速换表示”，到这里完整实现。
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卷积↔逐点乘法

把序列补零到足够长以后，同一个乘法运算在两组坐标里长得完全不同：

原来的坐标：线性卷积
一个输出坐标要汇总许多输入坐标：

𝑐𝑘 = ∑
𝑗

𝑎𝑗𝑏𝑘−𝑗 .

傅里叶坐标：逐点乘法
每个输出坐标彼此独立：

̂𝑐𝑘 = ̂𝑎𝑘 ̂𝑏𝑘.

DFT严格对应
循环卷积

补零到
𝑁 ≥ 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏 − 1

没有“回绕”
⇒线性卷积

选择好的表示，可以把一个耦合运算变成彼此独立的标量运算。

计算方法・Computational Methods | Lecture 5 28/47



背景 为什么今天还到处能看到卷积？

卷积自然出现在许多计算问题中：

信号与滤波
平滑、去噪等操作，常可写
成信号与滤波核的卷积。

图像处理
模糊、锐化可写成二维卷积；
去模糊则是相应的反问题。

深度学习
卷积层、长卷积都包含结构
化乘加；大核或长序列时可

考虑 FFT加速。

共同思路：把卷积换到傅里叶坐标，就变成彼此独立的逐点乘法。

计算方法・Computational Methods | Lecture 5 29/47



本讲主线：同一组单位根，两种结构

1. 离散正交⇒容易求逆
𝑁−1
∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑟
𝑁 = {𝑁, 𝑁 ∣ 𝑟,

0, 𝑁 ∤ 𝑟,

𝐹 ∗
𝑁𝐹𝑁 = 𝑁𝐼, 𝐹−1

𝑁 = 1
𝑁 𝐹 ∗

𝑁 .

2. 递归结构⇒算得更快
𝑝(𝑧) = 𝐸(𝑧2) + 𝑧𝑂(𝑧2),

(𝜔𝑘
𝑁)2 = 𝜔𝑘

𝑁/2,
𝑇 (𝑁) = 2𝑇 (𝑁/2) + 𝑂(𝑁) = 𝑂(𝑁 log𝑁).

好的表示不只是让公式更漂亮；它可以直接改变算法的复杂
度。
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课堂机动 从结构化系统回到一般线性系统

一般线性系统：高斯消元
傅里叶矩阵非常特殊：离散正交让它容易求逆，递归结构让 𝐹𝑁𝑎可以快速计算。

如果 𝐴没有这些特殊结构，怎样求解
𝐴𝑥 = 𝑏 ?
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课堂机动 回顾：线性方程组的解集只有三种可能

给定 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛、𝑏 ∈ ℝ𝑚，寻找 𝑥 ∈ ℝ𝑛 使 𝐴𝑥 = 𝑏。第三讲已经知道：

无解 唯一解 无穷多解.

超定：𝑚 > 𝑛
Overdetermined
方程多于未知量，精确解不一定存在；
第三讲因此改为求

min
𝑥

‖𝐴𝑥 − 𝑏‖.

欠定：𝑚 < 𝑛
Underdetermined
若 𝐴𝑥 = 𝑏有解，则存在非零 ℎ满足
𝐴ℎ = 0，从而

𝐴(𝑥 + 𝑡ℎ) = 𝑏.

下面先聚焦方阵𝑚 = 𝑛；矩阵若奇异，消元过程也会把它暴露出来。
解 𝐴𝑥 = 𝑏与显式计算 𝐴−1 是两回事。
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课堂机动 高斯消元：沿主元列推进，只做等价行变换

高斯消元逐列消去主元下方的元素，把矩阵变成上三角形；矩形系统也使用同样的行操作。为
了保持未知量 𝑥不变，每一步都用初等行操作把方程组变成等价方程组：
1. 交换两行：交换两组方程；
2. 给一行乘一个非零常数；
3. 在一行上减去另一行的一个倍数。
这些操作都可以写成左乘一个可逆矩阵：

𝐴 ⟼ 𝐸𝐴, 𝑏 ⟼ 𝐸𝑏,

因此
𝐴𝑥 = 𝑏 ⟺ 𝐸𝐴𝑥 = 𝐸𝑏.

高斯消元不是改变问题，而是在一串等价系统中逐步暴露三角结构。
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课堂机动 交换行：左乘置换矩阵

设 𝜎是 {1,… , 𝑛}上的一个置换。对应的置换矩阵 𝑃𝜎 由标准基向量重排得到：

𝑃𝜎 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒⊤𝜎(1)
𝑒⊤𝜎(2)
⋮

𝑒⊤𝜎(𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

.

于是
𝑃𝜎𝐴

就是把 𝐴的行按 𝜎重排。例如

(0 1
1 0)(𝑎 𝑏

𝑐 𝑑) = (𝑐 𝑑
𝑎 𝑏) .

交换列则对应右乘置换矩阵。
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课堂机动 给一行乘常数：左乘对角矩阵

例如要把第 𝑗行乘上非零常数 𝑐，可以左乘
𝐷 = diag(1,… , 1, 𝑐⏟

𝑗th
, 1,… , 1).

于是
𝐴 ⟼ 𝐷𝐴, 𝑏 ⟼ 𝐷𝑏.

更一般地，
𝐷 = diag(𝑐1,… , 𝑐𝑛)

会把第 𝑖行乘上 𝑐𝑖。只要所有 𝑐𝑖 ≠ 0，这个操作可逆。
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课堂机动 消去一个元素：初等消元矩阵

要在第 𝑗行减去第 𝑖行的 𝑐倍，令
𝐸 = 𝐼 − 𝑐𝑒𝑗𝑒⊤𝑖 .

其中 𝑒𝑗𝑒⊤𝑖 只有第 (𝑗, 𝑖)个元素为 1。那么
𝐸𝐴

正好完成这次行消元。这个操作也是可逆的：

(𝐼 + 𝑐𝑒𝑗𝑒⊤𝑖 )(𝐼 − 𝑐𝑒𝑗𝑒⊤𝑖 ) = 𝐼 (𝑖 ≠ 𝑗).

每一次“消去”都可以理解为左乘一个非常简单的可逆矩阵。
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课堂机动 消元的“历史”就是 𝐿：从高斯消元到 𝐿𝑈

先假设不需要换行。高斯消元反复使用
𝑅𝑗 ← 𝑅𝑗 − ℓ𝑗𝑖𝑅𝑖

把 𝐴化成上三角矩阵 𝑈。若把所有消元矩阵合起来，
𝑈 = 𝐸𝑘 ⋯𝐸1𝐴 ⟹ 𝐴 = 𝐿𝑈 , 𝐿 ∶= (𝐸𝑘 ⋯𝐸1)−1.

消元时出现的乘子 ℓ𝑗𝑖 正好被记录在单位下三角矩阵 𝐿中；例如三阶情形的形状是

𝐿 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
ℓ21 1 0
ℓ31 ℓ32 1

⎞⎟
⎠

, 𝑈 为上三角矩阵.

求解时不必形成 𝐴−1：
𝐴𝑥 = 𝑏 ⟹ 𝐿𝑦 = 𝑏, 𝑈𝑥 = 𝑦,

分别做一次前代和回代即可。一次 𝐿𝑈 分解可以复用于多个不同的右端项 𝑏。
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课堂机动 选主元：为什么要交换行？
若当前主元为 0或过小，就需要选主元。例如

𝐴 = (0 1
1 1)

的第一步必须先交换两行。

部分选主元（常用）
只交换行，并把所有行交换记录在置换
矩阵 𝑃 中：

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈 .

完全选主元
还允许交换列，并用置换矩阵 𝑄记录列
交换：

𝑃𝐴𝑄 = 𝐿𝑈 .

若当前列在尚未消元的行中没有任何非零候选主元，则方阵必为奇异矩阵。

选主元既关系到“能不能继续消”，也关系到有限精度下的数值稳定性。
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课堂机动 高斯消元的代价与实际实现

第 𝑘步要更新一个约 (𝑛 − 𝑘) × (𝑛 − 𝑘)的尾部子矩阵，因此
𝑛−1
∑
𝑟=1

𝑂(𝑟2) = 𝑂(𝑛3) .

一旦已经得到 𝑃𝐴 = 𝐿𝑈，新的右端项 𝑏只需要做两次三角求解：
𝐿𝑦 = 𝑃𝑏, 𝑈𝑥 = 𝑦,

每次只需
𝑂(𝑛2) .

实际软件 高性能实现通常直接调用 LAPACK中的 𝐿𝑈 分解例程；核心更新会组织成块
矩阵运算，底层大量调用高度优化的 BLAS。

下一步：算法能算出一个答案；但这个答案对输入扰动有多敏感？
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补充

补充材料
DFT约定・离散三角正交・三角最小二乘・FFT实现与应用
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补充 DFT的符号和归一化约定

本讲采用
̂𝑎𝑘 =

𝑁−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝜔𝑘𝑗
𝑁 , 𝜔𝑁 = 𝑒2𝜋𝑖/𝑁 ,

因此
𝑎𝑗 =

1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑘=0

̂𝑎𝑘𝜔−𝑘𝑗
𝑁 .

不同教材常见的另外两种写法：
▶ 把负号放在正变换里、正号放在逆变换里；
▶ 在正、逆变换两边各放一个 1/

√
𝑁，使傅里叶矩阵直接成为酉矩阵。

这些只是约定不同；只要正、逆变换彼此匹配，数学内容完全相同。
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补充 离散三角正交：奇数等距采样下的一整族正交方向
沿用主线的记号，取奇数个样本

𝑀 = 2𝑚+ 1, 𝑥𝑗 =
2𝜋𝑗
𝑀 , 𝑗 = 0,… ,𝑀 − 1,

并只使用到频率 𝑟 ≤ 𝑚的实三角函数
1, cos(𝑘𝑥), sin(𝑘𝑥), 𝑘 = 1,… , 𝑟.

由单位根求和公式，不同频率之间的离散内积为 0；例如
𝑀−1
∑
𝑗=0

cos(𝑘𝑥𝑗) cos(ℓ𝑥𝑗) = 0 (𝑘 ≠ ℓ),

以及对应的 sin–sin、sin–cos正交关系。同时
𝑀−1
∑
𝑗=0

cos2(𝑘𝑥𝑗) =
𝑀−1
∑
𝑗=0

sin2(𝑘𝑥𝑗) =
𝑀
2 .

𝑟 = 𝑚就是第四讲的完整三角插值空间；𝑟 < 𝑚时则得到真正的超定最小二乘问题。
若改用偶数个等距样本，最高的奈奎斯特频率需要单独处理；奇数采样正好避开这个边界特例。
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补充 单位根求和：一次证明全部三角正交关系
若整数 𝑞不是𝑀 的倍数，则

𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑒𝑖𝑞𝑥𝑗 =
𝑀−1
∑
𝑗=0

𝜔𝑞𝑗
𝑀 = 0.

取实部和虚部立刻得到
𝑀−1
∑
𝑗=0

cos(𝑞𝑥𝑗) = 0,
𝑀−1
∑
𝑗=0

sin(𝑞𝑥𝑗) = 0.

再使用积化和差，例如
cos𝑢 cos 𝑣 = 1

2(cos(𝑢 − 𝑣) + cos(𝑢 + 𝑣)),

sin𝑢 sin 𝑣 = 1
2(cos(𝑢 − 𝑣) − cos(𝑢 + 𝑣)),

sin𝑢 cos 𝑣 = 1
2(sin(𝑢 + 𝑣) + sin(𝑢 − 𝑣)),

就得到上一页全部离散正交关系。多个实三角正交恒等式，在复指数坐标下都来自同一个单位
根几何级数。
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补充 离散三角最小二乘：正交让法线方程完全解耦
给定𝑀 = 2𝑚+ 1个等距实值数据 𝑦𝑗 ∈ ℝ，选一个拟合阶数 𝑟 ≤ 𝑚，考虑

𝑝(𝑥) = 𝑐0 +
𝑟

∑
𝑘=1

(𝛼𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝛽𝑘 sin(𝑘𝑥))

并最小化
𝑀−1
∑
𝑗=0

|𝑦𝑗 − 𝑝(𝑥𝑗)|2.

由于离散正交，各个系数互不耦合：

𝑐0 = 1
𝑀

𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑦𝑗,

𝛼𝑘 = 2
𝑀

𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑦𝑗 cos(𝑘𝑥𝑗), 𝛽𝑘 = 2
𝑀

𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑦𝑗 sin(𝑘𝑥𝑗).

𝑟 < 𝑚：超定最小二乘； 𝑟 = 𝑚：恰好退化为第四讲的三角插值。
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补充 DFT与实三角最小二乘：同一投影的复数坐标
对𝑀 = 2𝑚+ 1个等距样本，完整的复指数展开写成

𝑦𝑗 =
𝑚
∑

𝑘=−𝑚
𝑑𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥𝑗 , 𝑑𝑘 = 1

𝑀
𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑦𝑗𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑗 .

按照本讲“正变换用正指数”的约定，若

̂𝑦𝑠 ∶=
𝑀−1
∑
𝑗=0

𝑦𝑗𝑒𝑖𝑠𝑥𝑗 ,

则更精确地说
𝑑𝑘 = 1

𝑀 ̂𝑦(−𝑘) mod 𝑀 .

对实值数据，𝑑−𝑘 = 𝑑𝑘，且
𝛼𝑘 = 2Re 𝑑𝑘, 𝛽𝑘 = −2 Im 𝑑𝑘.

若只拟合到频率 𝑟 < 𝑚，只保留 |𝑘| ≤ 𝑟的这些正交坐标即可。截断傅里叶坐标，就是把离散数
据正交投影到低频三角子空间。
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补充 FFT的实现与应用：两个经典例子

▶ 大整数乘法：把长整数按块看成多项式系数，用 FFT做卷积可以把朴素二次复杂度的乘法
显著加速。若采用复数 FFT，还必须控制舍入误差；在合适的分块与误差分析下，经典构
造所需的工作精度只需随输入规模对数增长。

▶ 数字水印：把信号变换到频率表示后，可以在选定频率分量中嵌入肉眼不易察觉的信息，
再通过逆变换回到原表示。

整数乘法参考：Donald E. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2, §4.3.3.C.

共同的结构是“快速换表示”：多项式里是系数↔单位根取值，信号里是时域↔频域。
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补充 长度不是 2的幂怎么办？

本讲为了把递归结构看得最清楚，只推导了radix-2 FFT：
𝑁 = 2𝑠.

但“FFT”不是只有这一种算法。
▶ 若 𝑁 可以分解成较小因子，可以继续做 Cooley–Tukey型的混合基数分解；
▶ 一般长度也可以通过 Bluestein等方法转化成卷积，再调用一个合适长度的 FFT；
▶ 在多项式乘法中最简单：直接补零到下一个 2的幂，不会改变所需的线性卷积结果。

所以：上一讲的奇数𝑀 = 2𝑚+ 1并不意味着 DFT不能快速计算；本讲主线只是选择了
最清楚的二分递归情形。
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