
Homework #2

截止日期：4 月 1 日 23:59 之前

问题 #0（选做）
假设函数 g 为二次可导函数，且 r 为 g(r) = r 的一个不动点，满足

g′(r) = 0, |g′′(r)| < 2，并且 g′′ 在 r 的一个邻域里连续。试证明由 g 定义
的不动点迭代方程 xk+1 = g(xk) 在 r 的一个邻域上二次收敛。

问题 # 1
在这个问题中, 我们会研究 Newton-Raphson 除法. 因为快速收敛, 它

通常会被用于硬件实现, 用来做 IEEE-754 浮点算术运算.

1. 给定 a ∈ R，请说明 1
a 要如何用牛顿法迭代计算. 请写出你的迭代公

式, 并使用最多两次乘法, 一次加法或减法, 不允许使用除法.

2. 令 xk 是在第 k 次牛顿法的迭代中, 对 1
a 的估计. 如果我们定义 εk :=

axk − 1, 请证明 εk+1 = −ε2
k.

3. 大致要进行多少轮的牛顿法的迭代,才能将计算 1
a 的结果精确到 1/2d?

假设 |ε0| < 1, 请用一个 ε0 和 d 的式子作为你的答案.

4. 这个计算 1
a 的方法是否总是收敛，而与迭代的初始猜测值无关?

问题 # 2
考虑一个多项式 p(x) = akxk + · · · a1x + a0. 不失一般性, 假设 k ≥ 1

并且 ak ̸= 0.
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1. 假设 p′(x) 在区间 (a, b) 没有根, 那么 p(x) 在 (a, b) 能有多少根?

2. 利用 (1) 中的结果, 请给出一个迭代算法来估计 p(x) 的所有根. (假设
我们知道 p(x) 的所有根都在区间 [a, b] 中, 并且他们之间的距离至少
是 ε.)

问题 #3
考虑切比雪夫多项式 Tn(x) = cos(n arccos x), n ∈ Z≥0. 对于多项式集

合 S, 令 span(S) 表示所有能够通过 S 中的多项式进行有限次线性组合之
后得到的多项式的集合.

1. 对于任意整数 n ≥ 0, 请构造矩阵 A ∈ R(n+1)×(n+1), 使得 Ax = t, 其
中 x = [1 x1 x2 · · · xn]⊺, t = [T0(x) T1(x) T2(x) · · · Tn(x)]⊺ (不必写
出 A 的精确形式, 只需给出构造方法).

2. 证明对于任意整数 n ≥ 0 都有,

span {Ti(x)}n
i=0 = span

{
xi}n

i=0 .

3. 证明 {Ti(x)}∞
i=0 在内积,

⟨ f , g⟩ :=
∫ 1

−1
f (x)g(x)

dx√
1 − x2

,

的意义下构成多项式的一组正交基,换言之，任意一个多项式可以通过
Tn(x) 的线性组合表示出来，并且对于 i ̸= j，Ti(x) 与 Tj(x) 是正交的.

问题 #4
对任意函数 f , g : [−1, 1] → R, 考虑内积

⟨ f , g⟩ =
∫ 1

−1
f (x)g(x)dx.

请对多项式族 {1, x, x2, x3} 在内积 ⟨·, ·⟩ 下做 Gram-Schmidt 正交化, 并写
出在该内积下，该多项式族张成的线性空间的一组正交基.
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Bonus
假设 Alice 想要传输一个含有 n 个符号的信息，使得 Bob 可以检测到

在传输过程中发生的错误（不需要纠正）。即 Alice想找到一种编码，她将想
发送的信息按照这种方式编码后发送给 Bob，使得 Bob 在收到编码时：要
么判断出没有错误，并对信息进行解码；要么意识到传输的信息中至少包含
一个字符错误，并丢弃该信息。
假设我们能保证传输过程中最多有 k 个符号的错误，Alice 应该如何扩

展她的信息？她应该添加多少个符号，以及如何选择这些符号？不妨假设我
们在有限域 GF(p) 上考虑这个问题，其中 p 是一个充分大的素数。证明你
的方案可行，并证明任何添加更少符号的方案都无法满足要求。
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