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回顾：上一讲已经把问题化成“找最近点”

上一讲最后停在这里。设
𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ ℝ𝑚, 𝑉 ∶= col(𝐴).

当 𝑏 ∉ 𝑉 时，不再要求 𝐴𝑥 = 𝑏，而是求

min
𝑥

‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2
2 .

若最优解记为 ̂𝑥，那么
̂𝑏 ∶= 𝐴 ̂𝑥 ∈ 𝑉

就是 𝑉 中离 𝑏最近的点。上一讲已经找到“问题”；
这一讲要找到“结构”。

上一讲
最近点 ̂𝑏

为什么？
最近点满足什么几何条件？

怎么算？
Gram–Schmidt与 QR

还能搬到哪里？
函数空间与傅里叶
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最小二乘的几何直觉：投影到二维子空间

𝐴1

𝐴2

𝑉 = col(𝐴)

̂𝑏 = 𝐴 ̂𝑥

𝑏

𝑟 = 𝑏 − ̂𝑏

𝑣 ∈ 𝑉

𝑟 ⟂ 𝑉

𝑏不一定在 𝑉 中。
在 𝑉 中离 𝑏最近的点记为

̂𝑏 = 𝐴 ̂𝑥.

从 𝑏指向 𝑉 的最短误差向
量有什么特别？
它必须垂直于整个子空间。
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先定义“垂直”：欧氏内积
对 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑚，定义标准欧氏内积

⟨𝑢, 𝑣⟩ ∶= 𝑢⊤𝑣 =
𝑚

∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖.

它与上一讲的 2-范数相容：
‖𝑢‖2 = √⟨𝑢, 𝑢⟩.

今天真正需要的新结构是“方向之间的关系”：

𝑢 ⟂ 𝑣 ⟺ ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0.

对一个子空间 𝑉，记它的正交补为
𝑉 ⟂ ∶= {𝑢 ∶ ⟨𝑢, 𝑣⟩ = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉 }.

内积还能刻画夹角；本讲只需要其中最关键的特例：90∘ ⟺内积为 0。
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最近点判据：残差与子空间正交

令 𝑉 = col(𝐴)、 ̂𝑏 = 𝐴 ̂𝑥、𝑟 = 𝑏 − ̂𝑏。则

̂𝑏是𝑉 中离𝑏最近的点 ⟺ 𝑟 ⟂ 𝑉 .

必要性：若不垂直，就还能更近。
若存在 𝑣 ∈ 𝑉 使 ⟨𝑟, 𝑣⟩ ≠ 0，沿 ̂𝑏 + 𝑡𝑣 ∈ 𝑉 移动：

‖𝑟 − 𝑡𝑣‖2
2 = ‖𝑟‖2

2 − 2𝑡 ⟨𝑟, 𝑣⟩ + 𝑡2 ‖𝑣‖2
2 .

取 𝑡∗ = ⟨𝑟, 𝑣⟩ / ‖𝑣‖2
2，便有

‖𝑟 − 𝑡∗𝑣‖2
2 = ‖𝑟‖2

2 − ⟨𝑟, 𝑣⟩2

‖𝑣‖2
2

< ‖𝑟‖2
2 ,

与“最近”矛盾。

充分性：垂直就已经最短。
若 𝑟 ⟂ 𝑉，任取 𝑦 ∈ 𝑉。因为

̂𝑏 − 𝑦 ∈ 𝑉 , 𝑟 ⟂ ( ̂𝑏 − 𝑦),

勾股定理给出

‖𝑏 − 𝑦‖2
2 = ‖𝑟‖2

2 + ∥ ̂𝑏 − 𝑦∥2

2
≥ ‖𝑟‖2

2 .

因此 ̂𝑏确实最近。

最近点 =正交投影。
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从正交条件得到法线方程

因为 𝐴1, … , 𝐴𝑛 张成 𝑉 = col(𝐴)，
𝑟 ⟂ 𝑉 ⟺ 𝐴⊤

𝑗 𝑟 = 0 ∀𝑗.
代入 𝑟 = 𝑏 − 𝐴 ̂𝑥：

𝐴⊤
𝑗 (𝑏 − 𝐴 ̂𝑥) = 0 ∀𝑗.

把这些条件叠在一起：
𝐴⊤(𝑏 − 𝐴 ̂𝑥) = 0.

于是
𝐴⊤𝐴 ̂𝑥 = 𝐴⊤𝑏.

法线方程（normal equations）
名字里的 normal就是“法向 /垂直”：它是残差垂直于列空间的矩阵写法。

投影点 ̂𝑏总是唯一；若 𝐴的列线性相关，同一个 ̂𝑏可能对应多个 ̂𝑥。 列满秩时 ̂𝑥才唯一。
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背景 简化模型：二维图像配准与最小二乘

𝑝1 𝑝2

图像 1

𝑞1 𝑞2

图像 2

在两张图片中选若干对应点：
𝑝𝑖 ⟷ 𝑞𝑖.

希望找到同一个二维仿射变换
𝑞𝑖 ≈ 𝑀𝑝𝑖 + 𝑡, 𝑀 ∈ ℝ2×2, 𝑡 ∈ ℝ2,

对所有参考点都尽量成立。

真实匹配带噪声，通常不可能让
每个等式都精确成立。
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背景 二维图像配准：量词顺序才是建模的关键

真正的问题是
∃ (𝑀, 𝑡) s.t. ∀𝑖, 𝑞𝑖 ≈ 𝑀𝑝𝑖 + 𝑡.

而不是
∀𝑖, ∃ (𝑀𝑖, 𝑡𝑖) s.t. 𝑞𝑖 = 𝑀𝑖𝑝𝑖 + 𝑡𝑖.

第二种写法对每个点都可以单独“量身定做”，几乎没有约束力。把𝑀, 𝑡的 6

个未知参数堆成 𝜃 ∈ ℝ6。若有 𝑁 对对应点，就得到 2𝑁 个标量约束：

𝐵𝜃 ≈ 𝑦 ⟹ min
𝜃

‖𝐵𝜃 − 𝑦‖2
2 .

通常 𝑁 > 3，因此这是一个超定但带噪声的线性系统。建模完成以后，后面仍统一把
𝐵, 𝜃, 𝑦记回 𝐴, 𝑥, 𝑏。
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同一个最优条件，还有第二种看法：局部线性化

第一讲中，导数描述一维函数的局部线性变化：
𝑓(𝑥 + 𝑡ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝑡𝑓 ′(𝑥)ℎ + 𝑜(𝑡).

对可微的标量函数 𝐹 ∶ ℝ𝑛 → ℝ，在刚才的欧氏内积下，梯度 ∇𝐹(𝑥)由

𝐹(𝑥 + 𝑡ℎ) = 𝐹(𝑥) + 𝑡 ⟨∇𝐹(𝑥), ℎ⟩ + 𝑜(𝑡) (𝑡 → 0)

刻画：⟨∇𝐹(𝑥), ℎ⟩就是沿方向 ℎ的一阶变化率。若 ∇𝐹(𝑥) ≠ 0，取 ℎ = −∇𝐹(𝑥)，对充分小的
𝑡 > 0有

𝐹(𝑥 + 𝑡ℎ) < 𝐹(𝑥).
因此无约束局部极小点必须满足

∇𝐹(𝑥) = 0.

梯度不是新的“公式表”：它只是多维局部线性化的一种表示。
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最小二乘的微积分解释：梯度为什么是 2𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏)？

记
𝐹(𝑥) = ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2

2 .
因为 𝑠 ↦ 𝑠2 在 𝑠 ≥ 0上单调，最小化 ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2 与最小化 𝐹(𝑥)有完全相同的解。
沿固定方向 ℎ走一个标量步长 𝑡：

𝐹(𝑥 + 𝑡ℎ) = ‖𝐴𝑥 − 𝑏 + 𝑡𝐴ℎ‖2
2

= 𝐹(𝑥) + 2𝑡 ⟨𝐴𝑥 − 𝑏, 𝐴ℎ⟩ + 𝑡2 ‖𝐴ℎ‖2
2

= 𝐹(𝑥) + 2𝑡 ⟨𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏), ℎ⟩ + 𝑡2 ‖𝐴ℎ‖2
2 .

一次项的系数必须等于 ⟨∇𝐹(𝑥), ℎ⟩，因此

∇𝐹(𝑥) = 2𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏).

于是极小点满足
𝐴⊤(𝐴 ̂𝑥 − 𝑏) = 0.
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第三种看法：变分恒等式直接给出全局最优性

设 𝐹(𝑥) = ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2
2。对任意方向 ℎ，

𝐹(𝑥 + ℎ) = 𝐹(𝑥) + 2ℎ⊤𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏) + ‖𝐴ℎ‖2
2 .

若 𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏) = 0，那么

𝐹(𝑥 + ℎ) = 𝐹(𝑥) + ‖𝐴ℎ‖2
2 ≥ 𝐹(𝑥) ∀ℎ.

所以 𝑥不只是局部极小点，而是全局最小点。反过来，令

𝑔 ∶= 𝐴⊤(𝐴𝑥 − 𝑏) ≠ 0, ℎ = −𝜀𝑔.

则
𝐹(𝑥 + ℎ) − 𝐹(𝑥) = −2𝜀 ‖𝑔‖2

2 + 𝜀2 ‖𝐴𝑔‖2
2 < 0

对充分小的 𝜀 > 0成立。对这个二次问题，法线方程已经足以刻画全局最优解。
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一个条件，三种语言

几何
𝑏 − 𝐴 ̂𝑥 ⟂ col(𝐴)

残差垂直于拟合子空间

微积分
∇𝐹( ̂𝑥) = 0

没有一阶下降方向

变分
𝐹( ̂𝑥 + ℎ) ≥ 𝐹( ̂𝑥)
任何扰动都不会更好

𝐴⊤(𝐴 ̂𝑥 − 𝑏) = 0
同一个数学结构，可以从不同角度被“看见”。
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为什么接近线性相关会麻烦？

𝐴1

𝐴2

𝐴𝑧

先看只有两列的情形 𝐴 = [𝐴1 𝐴2]。若
𝐴1 ≈ 𝐴2，取

𝑧 ∶= ( 1
−1) .

那么
𝐴𝑧 = 𝐴1 − 𝐴2 ≈ 0.

对任意 𝑡 ≠ 0，令系数变化 Δ𝑥 = 𝑡𝑧，则

‖𝐴Δ𝑥‖2
‖Δ𝑥‖2

= ‖𝐴𝑧‖2
‖𝑧‖2

≈ 0.

沿 𝑧方向，系数可以变化很大而拟合向量几乎不动；
𝐴几乎把 𝑧这个方向“压扁”了。
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法线方程给出公式，但数值算法还没有结束

若 𝐴列满秩，则 𝐴⊤𝐴可逆，因此形式上

̂𝑥 = (𝐴⊤𝐴)−1𝐴⊤𝑏 .

原问题本身可能敏感
𝐴𝑧 ≈ 0.

沿 𝑧方向大幅改变系数，𝐴𝑥却几乎不动。
这是问题本身的几何。

形成 𝐴⊤𝐴还会进一步压缩小方向

𝐴 = (1 0
0 𝜀) ⟹ 𝐴⊤𝐴 = (1 0

0 𝜀2) .

𝜀方向变成 𝜀2。

QR不会修复原问题的敏感性；它只是避免先形成 𝐴⊤𝐴，也不需要显式求逆。
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如果列向量标准正交，最小二乘立刻解耦

设 𝑄 = [𝑞1 ⋯ 𝑞𝑛] ∈ ℝ𝑚×𝑛 的列向量满足

⟨𝑞𝑖, 𝑞𝑗⟩ = {1, 𝑖 = 𝑗,
0, 𝑖 ≠ 𝑗, ⟺ 𝑄⊤𝑄 = 𝐼𝑛.

最小二乘的投影条件是
𝑄⊤(𝑏 − 𝑄 ̂𝑥) = 0.

利用 𝑄⊤𝑄 = 𝐼𝑛，立刻得到

𝑄⊤𝑏 − ̂𝑥 = 0, ̂𝑥 = 𝑄⊤𝑏 .

也就是逐个读取
̂𝑥𝑗 = 𝑞⊤

𝑗 𝑏 = ⟨𝑞𝑗, 𝑏⟩ .

正交把原本耦合在一起的系数，变成了彼此独立的投影系数。
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Gram–Schmidt：把一组方向变成标准正交方向

给定线性无关向量 𝐴1, 𝐴2, …。第一步：

𝑦1 = 𝐴1, 𝑞1 = 𝑦1
‖𝑦1‖2

.

第二步先从 𝐴2 中减去沿 𝑞1 的投影：

𝑦2 = 𝐴2 − 𝑞1 ⟨𝑞1, 𝐴2⟩ , 𝑞2 = 𝑦2
‖𝑦2‖2

.

𝑞1

𝐴2
𝑦2

𝑞1 ⟨𝑞1, 𝐴2⟩
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Gram–Schmidt：一般一步

已有标准正交向量 𝑞1, … , 𝑞𝑗−1 时，

𝑦𝑗 = 𝐴𝑗 −
𝑗−1
∑
𝑖=1

𝑞𝑖 ⟨𝑞𝑖, 𝐴𝑗⟩ , 𝑞𝑗 = 𝑦𝑗
∥𝑦𝑗∥2

.

于是

𝐴𝑗 =
𝑗

∑
𝑖=1

𝑟𝑖𝑗𝑞𝑖,

其中
𝑟𝑖𝑗 = ⟨𝑞𝑖, 𝐴𝑗⟩ (𝑖 < 𝑗), 𝑟𝑗𝑗 = ∥𝑦𝑗∥2 .

第 𝑗列只会用到 𝑞1, … , 𝑞𝑗；因此 𝑖 > 𝑗的系数必为 0。
这正是后面 𝑄𝑅分解中的 𝑅为什么是上三角矩阵。
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Gram–Schmidt的实际实现：CGS与MGS

两种写法在精确算术下等价；真正的区别只在内层循环如何计算投影系数。

Classical Gram–Schmidt (CGS)

for 𝑗 = 1, … , 𝑛 ∶ 𝑦 ← 𝐴𝑗
for 𝑖 = 1, … , 𝑗 − 1 ∶

𝑟𝑖𝑗 ← 𝑞⊤
𝑖 𝐴𝑗

𝑦 ← 𝑦 − 𝑟𝑖𝑗𝑞𝑖
𝑟𝑗𝑗 ← ‖𝑦‖2 , 𝑞𝑗 ← 𝑦/𝑟𝑗𝑗

Modified Gram–Schmidt (MGS)

for 𝑗 = 1, … , 𝑛 ∶ 𝑦 ← 𝐴𝑗
for 𝑖 = 1, … , 𝑗 − 1 ∶

𝑟𝑖𝑗 ← 𝑞⊤
𝑖 𝑦

𝑦 ← 𝑦 − 𝑟𝑖𝑗𝑞𝑖
𝑟𝑗𝑗 ← ‖𝑦‖2 , 𝑞𝑗 ← 𝑦/𝑟𝑗𝑗

唯一差别：CGS总是对原列 𝐴𝑗 做投影；MGS对当前剩余向量 𝑦继续做投影。
精确算术下结果等价；有限精度下，MGS通常更好地保持正交性。
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QR的几何意义：同一个子空间，换成标准正交基

若 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 列满秩，Gram–Schmidt产生
𝐴 = 𝑄𝑅 , 𝑄 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑄⊤𝑄 = 𝐼𝑛, 𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛 可逆上三角.

令
𝑐 ∶= 𝑅𝑥 .

因为 𝑅可逆，𝑥 ↔ 𝑐只是系数空间中的
换坐标；而

𝐴𝑥 = 𝑄𝑐.

因此
col(𝐴) = col(𝑄) .

𝑥 ∈ ℝ𝑛

原坐标
𝑐 = 𝑅𝑥 ∈ ℝ𝑛

标准正交表示

𝐴𝑥 = 𝑄𝑐 ∈ col(𝐴)
同一个拟合向量

𝑅

𝑄𝐴

𝐴 = 𝑄𝑅：𝑅负责换坐标，𝑄用标准正交基表示同一个拟合子空间。
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用 QR解最小二乘：正交投影 +一个三角系统

由 𝐴 = 𝑄𝑅，令 𝑐 = 𝑅𝑥，则
min

𝑥
‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2

2 = min
𝑐

‖𝑄𝑐 − 𝑏‖2
2 .

上一页已经把问题变成列向量标准正交的情形，因此
̂𝑐 = 𝑄⊤𝑏 .

最后把坐标换回去：
𝑅 ̂𝑥 = 𝑄⊤𝑏 .

给定 𝑄𝑅分解后，求解阶段只有两步：
1. 计算 ̂𝑐 = 𝑄⊤𝑏；
2. 解上三角系统 𝑅 ̂𝑥 = ̂𝑐。

解 𝑅 ̂𝑥 = ̂𝑐 ≠先计算 𝑅−1。
解线性方程组与矩阵求逆是两回事；后面的线性方程组讲座会专门讨论。
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投影矩阵：把 𝑏正交分解成两个部分

若 𝑄的列向量标准正交，定义
𝑃 ∶= 𝑄𝑄⊤ .

由上一页的投影系数 𝑄⊤𝑏，

𝑏̂ = 𝑄(𝑄⊤𝑏) = 𝑃𝑏, 𝑟 = 𝑏 − ̂𝑏 = (𝐼 − 𝑃)𝑏.

于是每个 𝑏都有正交分解
𝑏 = 𝑃𝑏⏟

∈col(𝐴)
+ (𝐼 − 𝑃)𝑏⏟

∈col(𝐴)⟂

.

并且
⟨𝑃𝑏, (𝐼 − 𝑃)𝑏⟩ = 0.

坐标会变；“子空间分量 +正交残差”只由子空间本身决定。
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伪逆：真正能“逆”回来什么？

若 𝐴列满秩，则每个 𝑏都有唯一的最小二乘解。把这个线性映射记为

𝐴+𝑏 ∶= ̂𝑥 , 其中𝑅 ̂𝑥 = 𝑄⊤𝑏 (𝐴 = 𝑄𝑅).

这就是Moore–Penrose伪逆在列满秩情形下的作用。

从系数出发：完全逆回来

𝑥 𝐴−−→ 𝐴𝑥 𝐴+
−−→ 𝑥, 𝐴+𝐴 = 𝐼𝑛.

从任意数据出发：只回到可达部分

𝑏 𝐴+
−−→ ̂𝑥 𝐴−−→ 𝑃𝑏, 𝐴𝐴+ = 𝑃.

作为矩阵，𝐴+ = 𝑅−1𝑄⊤ = (𝐴⊤𝐴)−1𝐴⊤；这是恒等式，不是要求显式求逆的算法。
另一侧（补充）：方程不足、精确解很多时，同一个伪逆会从所有解中选出最小范数解。
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正交变换：保持几何，也保持误差尺度

前面的长方矩阵 𝑄 ∈ ℝ𝑚×𝑛 满足

𝑄⊤𝑄 = 𝐼𝑛 ⟹ ‖𝑄𝑐‖2 = ‖𝑐‖2 .

它把 ℝ𝑛 保持长度地映到列空间。
若 𝑄 ∈ ℝ𝑛×𝑛 还是方阵，则

𝑄−1 = 𝑄⊤ , ⟨𝑄𝑥, 𝑄𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ .

特别地，
‖𝑄 𝛿𝑥‖2 = ‖𝛿𝑥‖2 .

正交变换

边长不变
直角不变

一般线性变换

可能拉伸、剪切
夹角改变

正交变换不拉伸、不剪切；2-范数误差也不会被单个正交变换放大。
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实际 QR：Householder用一次反射消掉一整列的尾部

Gram–Schmidt最适合解释几何；实际稠密
QR常用 Householder反射。给定非零向量 𝑥，
选择正交反射 𝐻，使

𝐻𝑥 = ± ‖𝑥‖2 𝑒1 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

∗
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟
⎠

.

也就是：一次反射同时消掉当前列的一整段尾
部。对剩余子矩阵递归重复，就得到上三角矩
阵 𝑅。

𝑥

𝐻𝑥 = ‖𝑥‖2 𝑒1

反射超平面（二维截面）

保持长度
改变方向

𝐴
𝐻1−−→ ⎡⎢

⎣

∗ ∗
0 ∗
0 ∗

⎤⎥
⎦

𝐻2,…
−−−−→ 𝑅

CGS在有限精度下可能明显失去正交性；MGS会改善这一点，而稠密直接 QR通常更偏好 Householder。具体公式见
补充材料。
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从有限维到函数：正交投影的几何来自内积

前半讲的证明没有本质使用“矩阵”；它只需要向量空间 +内积。
抽象内积提供几何
实向量空间上的内积满足

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ ,
⟨𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑧⟩ = 𝑎 ⟨𝑥, 𝑧⟩ + 𝑏 ⟨𝑦, 𝑧⟩ ,

⟨𝑥, 𝑥⟩ > 0 (𝑥 ≠ 0).

相应地定义长度

‖𝑥‖ ∶= √⟨𝑥, 𝑥⟩ .

于是正交、勾股定理与投影都具有与 ℝ𝑚 中相
同的形式。

函数也能有同样的几何吗？
第三讲已经知道函数也是向量，并见过

‖𝑓‖∞ , ‖𝑓‖2 .

但并非每种范数都来自内积：
▶ 𝐿2 范数来自积分内积；
▶ 𝐿∞ 范数一般没有这套内积几何。

所以最佳 𝐿2 逼近仍然可以做正交投影。
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函数的内积：平方误差就是距离

在连续函数空间 𝐶[𝑎, 𝑏]上，选取合适的正权重 𝑤（使积分存在），定义

⟨𝑓, 𝑔⟩𝑤 ∶= ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑤(𝑥) 𝑑𝑥.

它正是 𝑥⊤𝑦 = ∑𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖 的连续版本：把求和换成积分。当 𝑤 ≡ 1时，就是普通的 𝐿2 内积。更重
要的是，

‖𝑓 − 𝑔‖2
2,𝑤 = ⟨𝑓 − 𝑔, 𝑓 − 𝑔⟩𝑤 = ∫

𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|2𝑤(𝑥) 𝑑𝑥.

因此最小化平方误差，就是在这个内积几何中找最近点。
在选定的内积下，若

⟨𝜙𝑖, 𝜙𝑗⟩𝑤 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗),

就称 {𝜙𝑗}为正交函数族；若再有 ∥𝜙𝑗∥2,𝑤 = 1，则称为标准正交函数族。于是“正交→投影→
最佳平方逼近”的有限维故事可以原封不动搬过来。
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Chebyshev正交性：权重其实是一种坐标变换

第三讲已经知道 𝑇0, … , 𝑇𝑛 是 𝒫𝑛 的一组基，并有 𝑇𝑘(cos 𝜃) = cos(𝑘𝜃)。现在再看它们为什么在
合适的内积下正交。对权重 𝑤(𝑥) = 1/

√
1 − 𝑥2，令 𝑥 = cos 𝜃。

坐标换元
𝑑𝑥 = − sin 𝜃 𝑑𝜃,

√
1 − 𝑥2 = sin 𝜃,

所以

𝑑𝑥√
1 − 𝑥2 = −𝑑𝜃 .

𝑥 ∶ −1 → 1对应 𝜃 ∶ 𝜋 → 0，积分上下限同时反转。

Chebyshev ⟹余弦

⟨𝑇𝑖, 𝑇𝑗⟩𝑤 = ∫
𝜋

0
cos(𝑖𝜃) cos(𝑗𝜃) 𝑑𝜃.

因此

⟨𝑇𝑖, 𝑇𝑗⟩𝑤 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗).

也就是说，切比雪夫多项式在这个带权内积下彼此
正交。

权重 1/
√

1 − 𝑥2 恰好把 𝑥坐标变成均匀的角度坐标 𝜃。
上一讲的 𝐿∞ 极小极大与这里的带权 𝐿2 投影仍是不同的优化问题。
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正交系统中的最佳平方逼近

在某个给定内积 ⟨⋅, ⋅⟩下，希望在
𝑉 = span{𝜙1, … , 𝜙𝑛}

中近似 𝑓，写
𝑔 =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝜙𝑘.

若 𝜙𝑘 两两正交，投影条件 𝑓 − 𝑔 ⟂ 𝑉 给出

𝑐𝑗 = ⟨𝑓, 𝜙𝑗⟩
⟨𝜙𝑗, 𝜙𝑗⟩

.

令 ‖𝑢‖2 ∶= ⟨𝑢, 𝑢⟩。对任意 ℎ ∈ 𝑉，因为 (𝑓 − 𝑔) ⟂ (𝑔 − ℎ)，

‖𝑓 − ℎ‖2 = ‖𝑓 − 𝑔‖2 + ‖𝑔 − ℎ‖2 ≥ ‖𝑓 − 𝑔‖2 .

和有限维完全一样：投影条件既给出系数，也证明它真的是最佳逼近。
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同一个投影原则：有限维 QR与函数投影

有限维向量 函数空间

目标 𝑏 𝑓
基向量 𝑞𝑗 𝜙𝑗

正交条件 𝑞⊤
𝑖 𝑞𝑗 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗) ⟨𝜙𝑖, 𝜙𝑗⟩ = 0 (𝑖 ≠ 𝑗)

投影系数 𝑞⊤
𝑗 𝑏 ⟨𝑓, 𝜙𝑗⟩

⟨𝜙𝑗, 𝜙𝑗⟩
残差 𝑏 − 𝑄𝑄⊤𝑏 𝑓 − ∑𝑗 𝑐𝑗𝜙𝑗

QR中的 𝑞𝑗 已经标准化，所以 ⟨𝑞𝑗, 𝑞𝑗⟩ = 1；右侧函数族这里只假设正交，因此保留分母。

无论“向量”是什么，最小二乘的结构都是正交投影。
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傅里叶正交族：不同频率方向互相正交
现在改回 [−𝜋, 𝜋]上的未加权内积

⟨𝑓, 𝑔⟩ ∶= ∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥,

并把正弦也加入余弦族：
1, cos𝑥, sin𝑥, cos 2𝑥, sin 2𝑥, …

对 𝑘, ℓ ≥ 1，这些方向满足
⟨1, 1⟩ = 2𝜋, ⟨1, cos 𝑘𝑥⟩ = ⟨1, sin 𝑘𝑥⟩ = 0,

⟨cos 𝑘𝑥, sin ℓ𝑥⟩ = 0, ⟨cos 𝑘𝑥, cos ℓ𝑥⟩ = ⟨sin 𝑘𝑥, sin ℓ𝑥⟩ = {𝜋, 𝑘 = ℓ,
0, 𝑘 ≠ ℓ.

这组不同函数彼此正交；每个非零频率方向的长度平方都是 𝜋。

常数函数与非零频率的内积为 0；正弦–余弦交叉项用奇偶性；
同类不同频率用积化和差。详细验证见补充材料。
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傅里叶系数 =投影系数
用有限三角多项式近似

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑎0
2 +

𝑛
∑
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥).

非零频率：上一页给出 ‖ cos 𝑘𝑥‖2
2 = ‖ sin 𝑘𝑥‖2

2 = 𝜋，
所以

𝑎𝑘 = ⟨𝑓, cos 𝑘𝑥⟩
𝜋 , 𝑏𝑘 = ⟨𝑓, sin 𝑘𝑥⟩

𝜋 (𝑘 ≥ 1).

常数项为什么写成 𝑎0/2？

⟨1, 1⟩ = 2𝜋, 𝑐0 = ⟨𝑓, 1⟩
2𝜋 .

传统傅里叶记号令 𝑐0 = 𝑎0/2，于是

𝑎0 = ⟨𝑓, 1⟩
𝜋 .

因为 ⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫𝜋
−𝜋 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥，这就是熟悉的积分公式。

也可从法线方程得到同样结果：正交性使各个系数彼此解耦。
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从连续逼近到三角插值：同一空间，不同条件
对 2𝜋周期函数，[−𝜋, 𝜋]与 [0, 2𝜋]只是同一周期的平移；为配合等距采样，以下采用后者。
取奇数 𝑁 = 2𝑚 + 1，固定同一个 𝑁 维频率空间

𝑉𝑁 = span{1, cos𝑥, sin𝑥, … , cos𝑚𝑥, sin𝑚𝑥}.

连续平方逼近：知道整个函数 𝑓

min
𝑝∈𝑉𝑁

∫
2𝜋

0
|𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥)|2 𝑑𝑥.

目标是让整个周期上的平方误差尽量小。
不要求经过指定样本点。

三角插值：只知道 𝑁 个等距样本

𝑥𝑗 = 2𝜋𝑗
𝑁 , 𝑗 = 0, … , 𝑁 − 1.

记 𝑓𝑗 ∶= 𝑓(𝑥𝑗)。寻找 𝑝 ∈ 𝑉𝑁，满足

𝑝(𝑥𝑗) = 𝑓𝑗 ∀𝑗.

必须精确通过每一个样本点。
同一个表示空间 𝑉𝑁：一个做全局误差最小化，一个做精确插值。
𝑁 个约束与𝑁 个未知系数只说明得到方阵；为什么它可逆？下一讲用 DFT看见。
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下一讲：从“解线性系统”到 DFT，再到 FFT

上一页的三角插值给出一个 𝑁 × 𝑁 的结构化线性系统：
等距样本𝑓0, … , 𝑓𝑁−1 ⟷ 𝑁 个频率系数.

忽略结构
一般稠密线性求解

𝑂(𝑁 3)
⟹

离散正交结构
DFT /逆 DFT

𝑂(𝑁 2)
⟹

递归 /代数分解
FFT

𝑂(𝑁 log𝑁)
下一讲把正弦、余弦合并成复指数频率，回答两个问题：

1. 为什么变换可逆，而且逆也很简单？
来自等距采样与频率之间的离散正交性。

2. 为什么还能更快？
来自更深的递归 /代数分解结构。

DFT先把“求解”变成结构化变换；FFT再把这个变换做快。
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本讲主线：三个动作贯穿整讲

1. 找最近点→投影
̂𝑏 ∈ 𝑉 , 𝑏 − ̂𝑏 ⟂ 𝑉 .

法线方程只是这个几何条件
在坐标中的写法。

2. 换成正交表示
𝐴 = 𝑄𝑅, 𝑅 ̂𝑥 = 𝑄⊤𝑏.

标准正交表示让系数解耦；
Householder用保几何的反

射实现 QR。

3. 把同一结构搬到函数

𝑐𝑗 = ⟨𝑓, 𝜙𝑗⟩
⟨𝜙𝑗, 𝜙𝑗⟩

.

切比雪夫多项式、傅里叶系
数都来自同一个正交投影原

则。

最小二乘的核心不是法线方程，而是正交投影。
更广的主线：选对表示以后，几何结构会直接变成计算结构；下一讲继续走向

DFT / FFT。
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补充 补充材料

Appendix
欠定系统・坐标偏导・Householder・内积范数・三角恒等式
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补充 方程不足时：解很多，选哪一个？

若 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 且𝑚 < 𝑛，𝐴𝑥 = 𝑏可能有无穷多解。一个自然选择是：

min
𝑥

‖𝑥‖2 s.t. 𝐴𝑥 = 𝑏.

若 𝐴行满秩，则这一侧的Moore–Penrose伪逆为

𝐴+ = 𝐴⊤(𝐴𝐴⊤)−1 , 𝑥∗ = 𝐴+𝑏.

▶ 作业：验证 𝐴𝑥∗ = 𝑏；
▶ 加分题：证明 𝑥∗ 在所有解中长度最短。

当方程有很多解时，最小范数提供一种自然的规范化选择。
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补充 为什么 𝐴⊤(𝐴𝐴⊤)−1𝑏是最短解？

设 𝐴行满秩，并记
𝑥∗ = 𝐴⊤(𝐴𝐴⊤)−1𝑏.

首先 𝐴𝑥∗ = 𝑏。任意另一个解可写成

𝑥 = 𝑥∗ + 𝑧, 𝐴𝑧 = 0.

又因为 𝑥∗ = 𝐴⊤𝑦，其中 𝑦 = (𝐴𝐴⊤)−1𝑏，所以

⟨𝑥∗, 𝑧⟩ = 𝑦⊤𝐴𝑧 = 0.

于是
‖𝑥‖2

2 = ‖𝑥∗‖
2
2 + ‖𝑧‖2

2 ≥ ‖𝑥∗‖
2
2 .

因此 𝑥∗ 是唯一的最小范数解。
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补充 用坐标偏导重新验证最小二乘梯度

展开
𝐹(𝑥) = ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖2

2 = 𝑥⊤𝐴⊤𝐴𝑥 − 2𝑏⊤𝐴𝑥 + 𝑏⊤𝑏.
逐坐标求偏导得到

∇𝐹(𝑥) = 2𝐴⊤𝐴𝑥 − 2𝐴⊤𝑏.
令梯度为 0：

𝐴⊤𝐴𝑥 = 𝐴⊤𝑏.

这和方向导数/局部线性化的推导完全一致；后者更能解释为什么梯度长成这样。
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补充 Householder反射的公式

给定单位向量 𝑣，定义
𝐻 = 𝐼 − 2𝑣𝑣⊤.

则
𝐻⊤ = 𝐻, 𝐻⊤𝐻 = 𝐼,

所以 𝐻 是正交矩阵；它把沿 𝑣的分量翻转，而保持 𝑣⟂ 中的分量不变。若希望把非零 𝑥
反射到坐标轴，可令

𝑣 ∝ 𝑥 ∓ ‖𝑥‖2 𝑒1,
归一化后就有

𝐻𝑥 = ± ‖𝑥‖2 𝑒1.

因此对矩阵第一列做一次 Householder反射，就能同时消掉首元素以下的所有分量；
再递归处理右下角子矩阵即可构造 QR。
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补充 为什么∞-范数不可能来自内积？

若某个范数来自内积，展开平方立即得到

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2 ‖𝑥‖2 + 2 ‖𝑦‖2 .

这称为平行四边形恒等式。但在 ℝ2 的∞-范数中，取

𝑥 = (1, 1), 𝑦 = (1, −1).

则
‖𝑥 + 𝑦‖2

∞ + ‖𝑥 − 𝑦‖2
∞ = 22 + 22 = 8,

而
2 ‖𝑥‖2

∞ + 2 ‖𝑦‖2
∞ = 2 + 2 = 4.

因此 ‖⋅‖∞ 不可能由任何内积诱导。𝐿∞ 范数并非由内积诱导，因此没有 𝐿2 那套由内积
产生的正交投影几何。
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补充 三角函数为什么正交？

积化和差：
sin 𝑦 cos𝑥 = 1

2(sin(𝑦 − 𝑥) + sin(𝑦 + 𝑥)),

cos 𝑦 cos𝑥 = 1
2(cos(𝑦 − 𝑥) + cos(𝑦 + 𝑥)),

sin 𝑦 sin𝑥 = 1
2(cos(𝑦 − 𝑥) − cos(𝑦 + 𝑥)).

在 [−𝜋, 𝜋]上，对整数 𝑘, ℓ ≥ 1：
▶ 常数函数与 sin 𝑘𝑥, cos 𝑘𝑥的内积为 0；
▶ sin 𝑘𝑥与 cos ℓ𝑥的内积对任意 𝑘, ℓ都为 0；
▶ 当 𝑘 ≠ ℓ时，同类不同频率的内积也为 0。

技术恒等式服务于一个几何事实：不同频率是正交方向。
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