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回顾：从求根到插值

上一讲：
方程求根

𝑓(𝑥) = 0

▶ 二分法：全局保证；
▶ 不动点迭代：构造收缩映
射 /局部动力学；

▶ 根的敏感性与牛顿法。

这一讲：
插值（Interpolation）

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) 𝑖 = 1, … , 𝑛
只看到一些不完整的观测值，
怎样推理出完整对象？
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插值：像素之间有什么？

这里没有像素

数字图像只给出网格上的值：
𝐼(𝑖, 𝑗).

旋转后却需要
𝐼(117.32, 48.71).

问题：这些离散样本背后，
应该假设存在什么连续对象？

一次旋转 360∘ 与连续做 360次 1∘ 旋转，数值上会一样吗？
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背景 插值可以在很多地方出现

函数值之间

sin𝑥：只观测有限个点

曲线与形状

心形线（Cardioid）

离散统计量之间

素数计数函数 𝜋(𝑥)

换坐标后，结构可能更简单

𝑦 = 𝑥3 ⟹ log 𝑦 = 3 log𝑥.

双对数（log–log）坐标下变成直线。
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有限观测并不能唯一决定函数

同样的有限数据点，可以通过无穷多个函数。

插值之前，必须先选择一个结构假设 /表示类。
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先区分两件事：精确重建 vs. 数值逼近

精确重建
Algebraic Reconstruction
先假设未知对象真的就是

𝑝 ∈ 𝒫<𝑛.

问题是：有限个取值能否唯一决定 𝑝？
这是一个代数问题：不需要连续性，甚
至可以在有限域上做。

数值逼近
Numerical Approximation
真实函数 𝑓 未必是多项式；我们用 𝑃
去近似它：

𝑃(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖).

问题是：采样点之间，𝑃 离 𝑓 有多远？
连续性只排除跳变；导数有界 /更高阶光
滑性才给出更强的定量误差控制。

本讲先把精确重建讲透；最后再回到数值逼近，这时才真正需要误差与正
则性。
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为什么多项式同时适合这两个问题？

作为精确模型：有限维、代数透明
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛.

▶ 𝑛 + 1个系数 = 𝑛 + 1个自由度；
▶ 加、乘、求导、积分都封闭且易算；
▶ 在复数域中

𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛
𝑛

∏
𝑖=1

(𝑥 − 𝑟𝑖),

实系数时非实根成共轭对出现。

作为逼近模型：表达能力强
▶ Taylor展开给出局部多项式近
似；

▶ Weierstrass：闭区间上的连续
函数可被多项式任意一致逼近；

▶ 物理电路、神经网络当然也能表
示函数；多项式是最透明的起点。

注意：Weierstrass只保证“好的逼
近多项式存在”，并不保证任意节点上
的高次插值会收敛。
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同一个多项式，两种坐标；插值就是换坐标

次数 < 𝑛的多项式是一个 𝑛维对象。
系数坐标
a = (𝑎0, … , 𝑎𝑛−1),

𝑝(𝑥) =
𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥𝑗.
⟺

取值坐标
y = (𝑦1, … , 𝑦𝑛),
𝑦𝑖 = 𝑝(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 两两不同.

若使用单项式基，坐标变换就是 Vandermonde线性系统：

y = 𝑉 a, 𝑉𝑖𝑗 = 𝑥𝑗−1
𝑖 , 𝑦𝑖 =

𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥𝑗
𝑖 .

Lagrange：直接选择一组适合“取值”测量的基，不必先求系数。
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Lagrange插值：存在且唯一

给定 𝑛个横坐标互不相同的数据点
(𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

存在唯一一个次数至多 𝑛 − 1的多项式 𝑃，满足
𝑃(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 𝑖 = 1, … , 𝑛.

先构造存在性，再证明唯一性。
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Lagrange基函数：只把一个观测值“打开”

想找 𝐿𝑘 使得
𝐿𝑘(𝑥𝑘) = 1, 𝐿𝑘(𝑥𝑗) = 0 (𝑗 ≠ 𝑘).
先让它在其他节点自动为零：

𝐿𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 ∏
𝑗≠𝑘

(𝑥 − 𝑥𝑗).

归一化得到

𝐿𝑘(𝑥) = ∏
𝑗≠𝑘

𝑥 − 𝑥𝑗
𝑥𝑘 − 𝑥𝑗

.

−1 1

1

例：节点 −1, 0, 1时，
𝐿2(𝑥) = 1 − 𝑥2。
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这些基函数就是取值坐标的“单位向量”

因为
𝐿𝑘(𝑥𝑖) = 1{𝑖 = 𝑘},

所以令
𝑃(𝑥) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑦𝑘𝐿𝑘(𝑥)

就有
𝑃 (𝑥𝑖) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑦𝑘𝐿𝑘(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖.

每个 𝐿𝑘 负责“打开”一个观测值，其他位置全部关掉。
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唯一性：𝑛个点已经用完所有自由度

假设 𝑃 , 𝑄都次数至多 𝑛 − 1，而且都通过给定的 𝑛个点。
令

𝐻(𝑥) = 𝑃(𝑥) − 𝑄(𝑥).
那么

𝐻(𝑥1) = ⋯ = 𝐻(𝑥𝑛) = 0.
但一个非零的次数至多 𝑛 − 1的多项式，最多有 𝑛 − 1个不同的根。
因此 𝐻 ≡ 0，即

𝑃 ≡ 𝑄.
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一分钟练习：什么时候次数会更低？

用 Lagrange插值找出通过
(1, 1), (2, 1)

的次数至多 1的多项式。

𝐿1(𝑥) = 𝑥 − 2
1 − 2 = 2 − 𝑥, 𝐿2(𝑥) = 𝑥 − 1

2 − 1 = 𝑥 − 1.

因此
𝑃(𝑥) = 𝐿1(𝑥) + 𝐿2(𝑥) = 1 .

“次数至多 𝑛 − 1”并不意味着实际次数一定达到 𝑛 − 1。
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计算复杂性：公式写出来以后，表示仍然重要

直接用
𝑃(𝑥) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑦𝑘𝐿𝑘(𝑥)

在一个新点求值：每个 𝐿𝑘(𝑥)含 𝑂(𝑛)个因子，朴素实现需要

𝑂(𝑛2)

次算术运算。
表示 /算法 构造 /预处理 之后单点求值
直接 Lagrange公式 — 𝑂(𝑛2)
Newton形式（差商） 𝑂(𝑛2) 𝑂(𝑛)
Lagrange重心形式 𝑂(𝑛2) 𝑂(𝑛)

同一个数学对象，换一种表示，就可能得到不同的计算复杂性与数值行为。
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同一个取值映射，三种计算任务

设 𝒫<𝑛 是次数 < 𝑛的多项式空间。对某个观察者而言，若拿到𝑚个互异取值：
𝑝 ⟼ (𝑝(𝛼1), … , 𝑝(𝛼𝑚)).

𝑚 < 𝑛
信息不足，存在歧义

+ 随 机 化
⇓

秘 密 分 享

𝑚 = 𝑛
刚好是坐标
唯一恢复

⇓
插 值

𝑚 > 𝑛
加入冗余

容忍缺失 / 错误
⇓

纠 删 码

少给、刚好、多给不是三个技巧，而是同一个表示映射的三种信息结构。
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背景 11位科学家与 462把锁

11位科学家希望保护一个高度机密的档案：
当且仅当至少 6人在场，才能打开档案。

如果只用普通锁和钥匙：

(11
5 ) = 462 把锁, (10

5 ) = 252 把钥匙/人.

人数继续增加时，这种组合构造会迅速爆炸。

Shamir（1979）：用一个 5次多项式代替几百把锁。
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有限域上的多项式

为简单起见，先取 𝑞为素数：
𝔽𝑞 = ℤ/𝑞ℤ.

所有加、减、乘、除都模 𝑞进行（除数非零）：
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑥𝑘, 𝑎𝑖, 𝑥 ∈ 𝔽𝑞.

系数表示
(𝑎0, … , 𝑎𝑘)

取值表示
(𝑝(𝑥0), … , 𝑝(𝑥𝑘))

只要横坐标互不相同，次数 ≤ 𝑘的多项式仍由 𝑘 + 1个点唯一决定。
这里的有限域算术本身是精确的；后面的“错误”来自通信 /存储符号被改坏，而不是浮点舍入误差。
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Shamir秘密分享：把秘密放在 𝑝(0)

在有限域 𝔽𝑞 中，令秘密为 𝑠 ∈ 𝔽𝑞，随机选择
𝑎1, … , 𝑎5 ∈ 𝔽𝑞,

并定义
𝑝(𝑥) = 𝑠 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎5𝑥5.

给第 𝑖个人一份份额：
(𝑥𝑖, 𝑝(𝑥𝑖)), 𝑥𝑖 ≠ 0,

且所有 𝑥𝑖互不相同。
任意 6人拿到 6个点，Lagrange插值恢复 𝑝，进而恢复

𝑠 = 𝑝(0).
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少于 6份：为什么秘密仍然完全隐藏？

已经看到的 5份份额
(𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥5, 𝑦5)
这 5个点固定不动。

任取一个候选秘密 𝑠′ ∈ 𝔽𝑞，加入第 6个点
(0, 𝑠′)。
6个点唯一决定一个次数至多 5的多项式：

5份份额+ (0, 𝑠′) ⟹ 唯一的𝑝𝑠′(𝑥) .

所以，对每一个 𝑠′，都恰好有一组
(𝑎1, … , 𝑎5)

与已经看到的份额相容。

随机系数 (𝑎1, … , 𝑎5)均匀选择，因此
无论真实秘密是哪一个，这 5份份额的联合分布都完全一样。
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背景 从重传到纠错：两种故障

发送 包 1 包 2 包 3 包 4
不可靠信道

擦除 Erasure
包 1 包 2 包 4×
第 3个位置缺失——位置已知

错误 Error
包 1 包 8 包 3 包 4

有一位被改坏，但接收者不知道是哪一位

TCP/IP常用重传来处理丢包；但重传可能昂贵、延迟很高，甚至根本不可
能。

能不能预先加入冗余，让接收端直接恢复原消息？
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擦除：𝑛 + 𝑘个取值就够了

想发送 𝑛个符号
𝑎0, … , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝔽𝑞,

信道最多擦除 𝑘个位置。

应该发送几个符号？

令
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1,
并发送

𝑝(𝛼1), … , 𝑝(𝛼𝑛+𝑘) ,

其中 𝛼𝑖两两不同。
擦除 𝑘个以后仍至少剩 𝑛个点；
Lagrange插值恢复 𝑝，再读出

(𝑎0, … , 𝑎𝑛−1).
𝑛 + 𝑘足够。稍后用一个普适下界证明：它也恰好是最优的。
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距离：离散世界里的“稳定裕量”

对 𝑠, 𝑡 ∈ 𝔽𝑚
𝑞 ，定义 Hamming距离

𝑑(𝑠, 𝑡) = #{𝑖 ∶ 𝑠𝑖 ≠ 𝑡𝑖} , 𝑑min(𝐶) = min
𝑢≠𝑣

𝑑(𝐶(𝑢), 𝐶(𝑣)) .

第一讲：连续扰动
看输入误差会被放大多少。
关注的是局部敏感性与条件数。

这一讲：离散扰动
主动让不同合法表示之间留出足
够大的间隔。
关注的是合法对象之间的分离度。

鲁棒性的一种普遍策略：给合法对象之间留出“安全裕量”。
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最小距离告诉我们能承受多少故障

𝑘个擦除
删掉任意 𝑘个坐标后，不同码字仍
必须可区分：

𝑑min ≥ 𝑘 + 1.

擦除的位置已经告诉了我们。

𝑘个错误
同一个接收词不能同时距离两个合
法码字都不超过 𝑘：

𝑑min ≥ 2𝑘 + 1.

错误的位置未知，因此还必须排除“解
码歧义”。

若某个接收词 𝑟同时满足 𝑑(𝑟, 𝐶(𝑢)) ≤ 𝑘与 𝑑(𝑟, 𝐶(𝑣)) ≤ 𝑘，则由三角不等式

𝑑(𝐶(𝑢), 𝐶(𝑣)) ≤ 2𝑘.

所以要唯一纠正任意 𝑘个错误，必须让不同码字之间满足 𝑑min ≥ 2𝑘 + 1。
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Singleton bound：距离与冗余之间的普适极限

考虑任意单射编码
𝐶 ∶ 𝔽𝑛

𝑞 → 𝔽𝑚
𝑞 ,

最小距离为 𝑑 = 𝑑min(𝐶)。
从每个码字删去固定的 𝑑 − 1个坐标。若两个删后的码字相同，那么原来至多只
在这 𝑑 − 1个位置不同，与最小距离 𝑑矛盾。
因此删坐标后的映射仍然单射：

𝑞𝑛 ≤ 𝑞𝑚−𝑑+1, ⟹ 𝑑min ≤ 𝑚 − 𝑛 + 1.

这不是 Reed–Solomon的性质，而是任何装下 𝑞𝑛 条消息的 𝑞元编码都逃不掉的限制。
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所以最少需要多少冗余？

把距离要求代入 Singleton：
𝑘个擦除 ⇒ 𝑑min ≥ 𝑘 + 1 ⇒ 𝑚 ≥ 𝑛 + 𝑘 ,
𝑘个错误 ⇒ 𝑑min ≥ 2𝑘 + 1 ⇒ 𝑚 ≥ 𝑛 + 2𝑘 .

现在 𝑛 + 2𝑘不再只是“看起来够用”的猜测，而是一个信息
论上的最优目标。

问题：多项式取值能恰好达到这个极限吗？

计算方法・Computational Methods | Lecture 2 25/36



先看最小例子：2个符号，1个错误

两个符号写成一条直线
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥.

发送 4个互异位置上的取值
𝑝(𝛼1), 𝑝(𝛼2), 𝑝(𝛼3), 𝑝(𝛼4),

其中最多 1个收到的值被改坏。
4个接收点中至少 3个正确，

所以正确直线通过至少 3个接收点。

收到的错误值

真正的点

任何一条通过 3个接收点的直线，其中至少
有 2个点是真的；

而两个正确点已经唯一决定原直线。

所以正确直线唯一。 这就是一般 Reed–Solomon纠错的最低
维原型。
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Reed–Solomon：把直线例子推广到次数 < 𝑛

消息写成
𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1.

选择两两不同的
𝛼1, … , 𝛼𝑁 ∈ 𝔽𝑞, 𝑁 = 𝑛 + 2𝑘,

并发送
𝐶(𝑝) = (𝑝(𝛼1), … , 𝑝(𝛼𝑁)).

最简单只需 𝑞 ≥ 𝑁，保证有足够多互异取值点。

上页是 𝑛 = 2, 𝑘 = 1；现在的问题只剩下：
为什么任意次数 < 𝑛的两个消息多项式，都能保持足够大的距离？
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为什么 Reed–Solomon恰好达到 Singleton极限？

取两个不同消息多项式 𝑝 ≠ 𝑞。两个码字相同的坐标满足
(𝑝 − 𝑞)(𝛼𝑖) = 0.

非零多项式 𝑝 − 𝑞的次数 < 𝑛，因此这样的坐标最多有 𝑛 − 1个。于是
𝑑min ≥ 𝑁 − (𝑛 − 1) = 2𝑘 + 1.

而 Singleton同时给出
𝑑min ≤ 𝑁 − 𝑛 + 1 = 2𝑘 + 1.

所以
𝑑min = 2𝑘 + 1.

同一个根计数事实：Lagrange唯一性⟷ Reed–Solomon距
离。
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唯一可解还不够：解码必须高效

收到 𝑁 = 𝑛 + 2𝑘个值后，朴素方法可以枚举

(𝑛 + 2𝑘
𝑛 )

个 𝑛点子集：逐个插值，再检查与多少收到的点一致。
一般参数下这是指数级的。

Berlekamp–Welch：把“哪些位置错了”也编码成一个多
项式，

最后转化为一个线性方程组。
具体推导放在补充材料。
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一次小结：同两个事实，三种计算任务

事实 1：维数 /唯一性

𝑝 ∈ 𝒫<𝑛

𝑛个互异取值 ⟹ 唯一决定𝑝.
因此：
▶ 𝑚 = 𝑛：插值 /精确重建；
▶ 𝑚 < 𝑛：再加随机化⇒秘密分享。

事实 2：根计数 /分离

𝑝 ≠ 𝑞, deg(𝑝 − 𝑞) < 𝑛
⟹ 𝑝 − 𝑞最多有𝑛 − 1个根.

因此：
▶ 多给取值可以制造码字间距；
▶ 𝑚 > 𝑛：冗余⇒纠删 /纠错。

表示、信息、冗余本质上都在问：
有限坐标里究竟装了多少关于整体对象的信息？
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回到实数：代数上能恢复，不代表数值上逼近得好

在有限域里，只要横坐标不同，我们主要关心精确恢复。
在 ℝ上，给定一个真实函数 𝑓，我们却还要问：

𝑃(𝑥)在采样点之间到底离𝑓(𝑥)多远？

插值（Interpolation） ≠逼近
（Approximation）

“在训练点上误差为 0”并不自动意味着“在所有位置都接近”。
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Lagrange插值误差公式

设 𝑓 在包含 𝑥, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 的区间上 𝑛次连续可导，𝑃 是在 𝑥1, … , 𝑥𝑛 上的次数
≤ 𝑛 − 1插值多项式。
那么对每个 𝑥，存在某个 𝜉𝑥 位于这些点的凸包中，使得

𝑓(𝑥) − 𝑃(𝑥) = 𝑓 (𝑛)(𝜉𝑥)
𝑛!

𝑛
∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝑥𝑗) .

与 Taylor余项是同一种“高阶导数 ×几何因子”的结构；这里只是一个展开点被 𝑛个插值节点
取代。

函数本身的难度
𝑓 (𝑛)

我们选择的采样点
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝑥𝑗)
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等距点为什么会出问题？Runge现象

−1 −0.5 0.5 1

1

2

𝑓(𝑥) = 1/(1 + 25𝑥2) 11个等距点的次数 ≤ 10插值

所有节点上都有
𝑃(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖).

但是在端点附近，𝑃 出现
很大的振荡。
增加次数意味着更多自由
度，却不保证整体误差变
小。
这才是 Runge
phenomenon。
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选点本身就是算法设计的一部分

误差公式给出

|𝑓(𝑥) − 𝑃(𝑥)| ≤ max𝜉 ∣𝑓 (𝑛)(𝜉)∣
𝑛! ∣

𝑛
∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝑥𝑗)∣ .

若我们可以自己选择两两不同的 𝑥1, … , 𝑥𝑛，自然会问

min
𝑥1,…,𝑥𝑛∈[−1,1]

max
𝑥∈[−1,1]

∣
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝑥𝑗)∣ .

不同节点在代数上都能唯一插值；在数值上却远非等价。
这已经是一个极小极大（minimax）算法设计问题。

预告：最优节点不会等距，而会向区间两端更密集。
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本讲真正区分了两种“插值问题”

精确重建：对象本来就在模型类中
𝑝 ∈ 𝒫<𝑛.

𝑛个互异取值已经是完整坐标。
于是可以讨论：

▶ 刚好给够：Lagrange插值；
▶ 故意少给：Shamir秘密分享；
▶ 故意多给：Reed–Solomon冗余与
纠错。

数值逼近：模型只是近似真实函数
𝑃(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖).

节点上完全正确，节点之间仍可能很
差。
误差取决于两部分：

𝑓 (𝑛)⏟
函数的正则性

和 ∏
𝑗

(𝑥 − 𝑥𝑗)
⏟⏟⏟⏟⏟
节点的几何

.

唯一可恢复 ≠数值逼近得好. 下一讲：怎样设计节点，让最坏误差尽量
小？
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下节课：Chebyshev多项式与逼近

本讲留下的问题： 不同插值节点在代数上都有效，为什么数值
表现差异巨大？

Chebyshev多项式与插值
我们将解这个极小极大（minimax）问题：

min
𝑥1,…,𝑥𝑛∈[−1,1]

max
𝑥∈[−1,1]

∣
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝑥𝑗)∣ .

并正式区分：
插值 vs. 函数逼近.

后续路线：函数逼近与正交多项式⟶最小二乘法与最佳平方逼近
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补充 补充材料

Appendix
以下内容是进一步证明与连接，

不影响本讲主线，可按课堂时间选讲或课后阅读。
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补充 背景：存储中的同一个问题——RAID与冗余

假设有 4块磁盘：
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷.

RAID 5的典型思路之一是用分
布式校验（parity）使单盘故障
后可重建，例如抽象地写成

𝐷 = 𝐴 ⊕ 𝐵 ⊕ 𝐶.
若 𝐵丢失：

𝐵 = 𝐷 ⊕ 𝐴 ⊕ 𝐶.

A B C Parity

更高等级的存储容错会使用更一般的纠删码 / Reed–Solomon型编码，以容忍
多处缺失或错误。
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补充 背景：Reed–Solomon在哪里出现？

历史上和工程中，Reed–Solomon /更一般的纠删码被用于：
▶ 深空通信与数字图像传输；
▶ 分布式存储、RAID和对象存储；
▶ 光盘、二维码等存储 /通信系统；
▶ 基于编码的组合式检测（pooling）等利用“冗余观测”恢复信
息的场景。

真实错误往往具有突发（burst）结构：相邻比特 /符号可能一起受损。
所以工程实现通常还会配合交织（interleaving）、分块和更复杂的码设计。
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补充 Berlekamp–Welch：真错误对应一个“消失多项式”

发送 𝑝(𝛼1), … , 𝑝(𝛼𝑁)，收到 𝑟1, … , 𝑟𝑁；实际有 𝑒 ≤ 𝑘个错误，位置为 𝑓1, … , 𝑓𝑒。
定义真正的错误定位多项式（error-locating polynomial）

𝐸0(𝑥) =
𝑒

∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝛼𝑓𝑗
), deg𝐸0 ≤ 𝑘.

令
𝑄0(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝐸0(𝑥), deg𝑄0 ≤ 𝑛 + 𝑘 − 1.

那么对每一个收到的位置 𝑖都有
𝑄0(𝛼𝑖) = 𝑟𝑖𝐸0(𝛼𝑖) .

▶ 错误位置：𝐸0(𝛼𝑖) = 0，错误值被自动“消掉”；
▶ 正确位置：𝑟𝑖 = 𝑝(𝛼𝑖)。
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补充 Berlekamp–Welch：把 𝑄, 𝐸 直接当作未知量

我们不知道错误位置，因此也不知道 𝐸0。直接寻找多项式 𝑄, 𝐸，满足
deg𝑄 ≤ 𝑛 + 𝑘 − 1, deg𝐸 ≤ 𝑘,

以及 𝑁 = 𝑛 + 2𝑘个齐次线性方程
𝑄(𝛼𝑖) = 𝑟𝑖𝐸(𝛼𝑖) , 𝑖 = 1, … , 𝑁.

未知系数一共有
(𝑛 + 𝑘) + (𝑘 + 1) = 𝑁 + 1.

所以 𝑁 个齐次方程一定存在一个非零解 (𝑄, 𝐸)。
而 𝐸 不可能恒为 0：否则 𝑄在 𝑁 个点为零，但 deg𝑄 < 𝑁，只能也恒为 0。
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补充 Berlekamp–Welch：为什么任意非零解都给出原来的 𝑝？

取上一页任意非零解 (𝑄, 𝐸)。至少有
𝑁 − 𝑘 = 𝑛 + 𝑘

个位置是正确的；在这些位置 𝑟𝑖 = 𝑝(𝛼𝑖)，于是
𝑄(𝛼𝑖) − 𝑝(𝛼𝑖)𝐸(𝛼𝑖) = 0.

但
deg(𝑄 − 𝑝𝐸) ≤ 𝑛 + 𝑘 − 1.

一个次数至多 𝑛 + 𝑘 − 1的多项式却有至少 𝑛 + 𝑘个不同零点，因此
𝑄 ≡ 𝑝𝐸.

所以恢复出的商唯一：
𝑝 = 𝑄/𝐸.
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补充 Reed–Solomon：也可以直接构造达到距离上界的码字

取任意次数 < 𝑛的多项式 𝑝和任意非零 𝑐 ∈ 𝔽𝑞，令

𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥) + 𝑐
𝑛−1
∏
𝑗=1

(𝑥 − 𝛼𝑗).

于是
𝑝(𝛼𝑗) = 𝑞(𝛼𝑗), 𝑗 = 1, … , 𝑛 − 1,

但 𝑝 ≠ 𝑞。
因此在长度 𝑁 = 𝑛 + 2𝑘的 Reed–Solomon取值码中，这两个码字最多只在

𝑁 − (𝑛 − 1) = 2𝑘 + 1
个位置不同。
结合主线中的下界，可再次得到

𝑑min = 2𝑘 + 1.
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补充 误差公式：为什么会出现 𝑛阶导数？
固定要估计的点 𝑥。令

𝜔(𝑡) =
𝑛

∏
𝑗=1

(𝑡 − 𝑥𝑗), 𝜆 = 𝑓(𝑥) − 𝑃(𝑥)
𝜔(𝑥) ,

并定义
𝜙(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑃(𝑡) − 𝜆𝜔(𝑡).

那么
𝜙(𝑥1) = ⋯ = 𝜙(𝑥𝑛) = 𝜙(𝑥) = 0.

反复应用 Rolle定理 𝑛次，得到某个 𝜉使
𝜙(𝑛)(𝜉) = 0.

而
𝑃 (𝑛) = 0, 𝜔(𝑛) = 𝑛!,

所以
𝑓 (𝑛)(𝜉) = 𝜆𝑛!.

整理即得误差公式。
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补充 Polynomial interpolation and boosting

假设一个函数可以被一个已知低次数的多项式表示。
如果有人能够在很多输入点上以“不错的成功率”给出正确值，那
么可以：
1. 查询足够多的点；
2. 把这些答案看成一个可能含有错误的取值码字；
3. 通过纠错恢复整个低次多项式；
4. 从而在所有点上正确计算它。
低次数表示 +冗余查询⟹把“多数时候正确”提升成“处处正

确”。
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补充 课外阅读：Permanent的随机自归约

对矩阵 𝐴, 𝐵，沿一条仿射直线看
𝑔(𝑡) = perm(𝐴 + 𝑡𝐵).

如果矩阵大小为 𝑛 × 𝑛，那么 𝑔(𝑡)是次数至多 𝑛的一元多项式。
因此，若我们能在足够多随机 𝑡上可靠地计算 𝑔(𝑡)，就可以利用插
值 /纠错恢复整个 𝑔，进而得到目标值。

这是 TCS中常见的随机自归约（random self-reducibility）思想：
把一个最坏输入嵌入一条低次多项式曲线，再从随机点恢复回来。
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补充 如果不要求经过每个点：一致逼近

插值要求
𝑃 (𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖).

如果我们不要求精确经过指定点，而只希望整体尽可能接近，就
进入函数逼近（approximation）：

‖𝑓‖∞ ∶= sup
𝑥

|𝑓(𝑥)| ,

min
deg 𝑝≤𝑛

‖𝑓 − 𝑝‖∞ .

Weierstrass定理告诉我们：对闭区间上的连续函数，随着次数增
加，多项式可以在∞-范数下任意逼近。
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补充 概率论回顾：Bernstein构造要用什么？

随机变量 𝑋 的期望与方差：
𝔼[𝑋] = ∑

𝑥
𝑥Pr[𝑋 = 𝑥], Var(𝑋) = 𝔼[(𝑋 − 𝔼𝑋)2].

Chebyshev不等式：对任意 𝑡 > 0，

Pr[|𝑋 − 𝔼𝑋| ≥ 𝑡] ≤ Var(𝑋)
𝑡2 .

下一步要用一个集中在 𝑥附近的随机变量，自动构造逼近 𝑓(𝑥)的
多项式。
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补充 Bernstein polynomial：用二项分布取样

给定连续函数 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ，固定 𝑥 ∈ [0, 1]。
令

𝐾 ∼ Bin(𝑛, 𝑥),
即 𝐾 是 𝑛次 Bernoulli(𝑥)试验中的成功次数。
那么

𝔼[𝐾] = 𝑛𝑥, Var(𝐾) = 𝑛𝑥(1 − 𝑥).
因此 𝐾/𝑛会随 𝑛增大而集中在 𝑥附近。

如果 𝐾/𝑛 ≈ 𝑥，那么连续性暗示 𝑓(𝐾/𝑛) ≈ 𝑓(𝑥).

计算方法・Computational Methods | Lecture 2 13/17



补充 Bernstein polynomial真的是多项式

因为
Pr[𝐾 = 𝑖] = (𝑛

𝑖)𝑥𝑖(1 − 𝑥)𝑛−𝑖,

所以
𝐵𝑛𝑓(𝑥) ∶= 𝔼 [𝑓(𝐾

𝑛 )]

=
𝑛

∑
𝑖=0

𝑓( 𝑖
𝑛) (𝑛

𝑖)𝑥𝑖(1 − 𝑥)𝑛−𝑖.

定义 Bernstein基函数

𝑏𝑛,𝑖(𝑥) = (𝑛
𝑖)𝑥𝑖(1 − 𝑥)𝑛−𝑖.

𝐵𝑛𝑓 是次数至多 𝑛的多项式。
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补充 为什么 𝐵𝑛𝑓 一致收敛到 𝑓？

对任意 𝜀 > 0，把事件分成两类：
|𝐾/𝑛 − 𝑥| ≤ 𝜀 和 |𝐾/𝑛 − 𝑥| > 𝜀.

记连续函数的模为
𝜔𝑓(𝜀) = sup

|𝑥−𝑦|≤𝜀
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| .

那么
|𝑓(𝑥) − 𝐵𝑛𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓(𝜀) + 2 ‖𝑓‖∞ Pr[|𝐾/𝑛 − 𝑥| > 𝜀] .

由 Chebyshev，
Pr[|𝐾/𝑛 − 𝑥| > 𝜀] ≤ 𝑥(1 − 𝑥)

𝑛𝜀2 ≤ 1
4𝑛𝜀2 .
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补充 Bernstein的定量误差

上一页直接给出，对任意 𝑥 ∈ [0, 1]、𝜀 > 0：

|𝑓(𝑥) − 𝐵𝑛𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔𝑓(𝜀) + ‖𝑓‖∞
2𝑛𝜀2 .

这里
𝜔𝑓(𝜀) = sup

|𝑥−𝑦|≤𝜀
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| .

概率集中控制“采样点离 𝑥多远”；
一致连续性控制“函数值因此变化多少”。
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补充 Beyond Polynomial：Stone–Weierstrass

Weierstrass：多项式在 𝐶([𝑎, 𝑏])中对 ‖⋅‖∞稠密。
更一般地，在紧 Hausdorff空间 𝑋 上，若实连续函数的子代数

𝐴 ⊆ 𝐶(𝑋, ℝ)

▶ 包含常数函数；
▶ 分离点：𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ ∃𝑓 ∈ 𝐴使 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦)，
那么 𝐴在 𝐶(𝑋, ℝ)中对 ‖⋅‖∞稠密。
神经网络的通用逼近（Universal Approximation）也属于“一个函数类是否稠密”的同类问题；
具体定理需要检查相应模型类的结构，不能简单把所有网络都直接套进 Stone–Weierstrass。
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